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01. Medicéo

Para expressar quantitativamente uma lei fisica necessitamos de um sistema de
unidades. Do mesmo modo, para medir uma grandeza fisica € necessario definir a priori a
unidade na qual esta grandeza sera medida.

Existe uma enorme quantidade de grandezas fisicas, mas apenas algumas séo
consideradas fundamentais, sendo as demais derivadas delas. Tempo (segundo), espaco
(metro), massa(quilograma) e carga elétrica(Coulomb) sdo exemplos de unidades funda-
mentais. Velocidade (metro/segundo), aceleracdo (metro/segundo®) e forca (quilogra-
ma.metro/segundo?) sdo exemplos de unidades derivadas.

Por razfes histodricas, o tempo foi a primeira quantidade a ser mensurada. Este
conceito surge a partir da duracdo do dia, da presenca da luminosidade do Sol; e a sua
auséncia: a noite.

Com a evolucdo da humanidade e com os deslocamentos das comunidades surge
0 conceito de distancia, de comprimento, de temperatura e etc.

A partir da necessidade de quantificar as mercadorias para troca surge o0 conceito
de peso, e mais tarde a nocao de massa.

Outras grandezas surgem com 0 avancar da tecnologia e o desenvolvimento do
método cientifico tais como presséo, intensidade luminosa, poténcia, carga elétrica, cor-
rente elétrica, campo eletromagnético, calor especifico, entropia e etc.

De certo modo, cada cultura tecnologica autbnoma desenvolveu um proprio siste-
ma de unidades. Mas a interacéo entre as sociedades, de certo modo impds que existisse
uma uniformizacdo para que as trocas acontecessem de modo transparente e inteligivel
pata as partes. A Inglaterra medieval era praticamente isolada comercialmente do resto
da Europa e isso contribuiu para que la se estabelecesse um sistema de unidades dife-
rente do restante: polegada, pé, milha, libra e etc.

Algumas unidades fundamentais:

Grandeza Sistema Internacional - Sl CGS
Comprimento Metro - m Centimetro - cm
Tempo Segundo - s Segundo - s
Massa Quilograma - kg Grama - s
Carga elétrica Coulomb - C

Algumas unidades derivadas:

Grandeza Sistema Internacional - Sl CGS

Velocidade m/s cm/s

Aceleracéo m/s? cm/s?
Forca kg.m/s? = Newton g.cm/s® = Dina
Energia kg.m?/s? = Joule g.cm?/s® = Erg
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O mundo da Fisica

A curiosidade do homem pode ser compreendida de varias maneiras: alguns dizem
gue vem de uma necessidade de sobrevivéncia, outros dizem que é uma forma de prazer
ou, ainda, no pensamento religioso, que € uma forma de conhecer a Deus. Mas uma coi-
sa nao podemos negar: o homem é curioso!

- Por que as coisas caem?

- O Sol € uma bhola de fogo?

- A Terra esta parada? E a Lua, como ela fica l& em cima?
- Quando comecou o tempo?

- Como surge o pensamento?

- Como surgiu a vida? Existe vida depois da morte?

Essas sdo perguntas que o homem vem se fazendo ha muito tempo. Algumas sabe-
mos responder, outras ndo. Algumas tém mais de uma resposta, a diferenca estd no meé-
todo usado para respondé-las. Alguns métodos permitem conhecer o mundo que nos cer-
ca, outros nos levam a ilusdes sobre este mundo. Observe estes casos:

HOROSCOPO ESPELHO, ESPELHO MEU

“A Lua energiza seu signo apesar de VOCE SABIA?

estar em fase com Saturno com o qual “Para vermos inteiramente nosso rosto
apresenta tensdo. Vocé deve aprovei- num espelho plano é suficiente que ele
tar as vibracdes de mercurio que com- tenha metade do tamanho (altura) do
pleta hoje seu ciclo. Assim, curta hoje rosto. Tente observar este fato.”

0S seus amigos.
Numero de sorte 23.”

Os trechos escritos nos quadros acima poderiam ser encontrados num jornal ou
falados pela televisdo. Frequentemente encontramos frases que propdem, sugerem, ou
mesmo ordenam que fagcamos, ou ndo facamos, certas coisas: “Nao fume no elevador.
Lei Municipal nimero tal”. Essa afirmacgéo tenta nos dizer que se fumarmos no elevador
estaremos sujeitos as penas da tal lei.

Voltemos aos quadros. O primeiro nos diz algumas coisas a respeito da situacao
dos astros em que podemos, ou nao, acreditar. Mais ainda, nos fala para “curtir’ os nos-
S0S amigos, 0 que é bom, e, indiretamente, propde que joguemos no numero 23. Dentro
do quadro encontramos palavras que parecem cientificas: energizar, vibragdo. O texto
usa essa linguagem para tentar nos convencer de que tudo que foi escrito é verdade. Mas
0s hordscopos sédo produtos da Astrologia que ndo € uma ciéncia. Suas definicbes ndo
sdo exatas e variam de astrélogo para astrélogo. Na verdade o que foi dito é a opinido de
guem fez o hordscopo e o astrélogo pode, ou ndo, acertar as suas previsées. No segundo
guadro estamos no campo da ciéncia. Ele procura nos descrever um. Se uma pessoa, em
qgualquer lugar do mundo, seguir as instrucdes e se olhar num espelho que tenha, pelo
menos, metade da altura do seu rosto, conseguira ver o rosto por inteiro. Nao estamos
mais diante de uma opinido, mas sim de um fato, que pode ser verificado.

Devemos ouvir 0 que as pessoas tém a dizer, porém devemos ser capazes de jul-
gar o que foi dito. Nao é porque “saiu no jornal” ou “deu na TV” que é verdade! Por outro
lado, devemos ter cuidado, pois julgar ndo é discordar de tudo, o importante é fazer per-
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guntas, é ter curiosidade e ir em busca dos fatos e suas explicacfes. A ciéncia e seus
métodos podem nos ajudar a responder muitas perguntas, a tomar posicoes e a fazer jul-
gamentos.

Curso de Fisica do 2° grau - Capitulo 1
Telecurso 2000

As divisOes da Fisica

A Fisica estuda vérios tipos de fenbmenos da Natureza. Para facilitar o seu estudo
costuma-se dividi-la. Até o inicio do século as principais partes da Fisica eram: a Mecani-
ca, a Termodinamica e o Eletromagnetismo.

No século XX, a partir de grandes descobertas, surgiram novos ramos, entre eles:
Fisica Atbmica e Nuclear Fisica Atdbmica e Nuclear Fisica Atdmica e Nuclear Fisica Ato-
mica e Nuclear Fisica Atbmica e Nuclear, Mecanica Quantica Mecanica Quéantica Mecani-
ca Quantica Mecanica Quantica Mecanica Quantica, Relatividade. Os novos conceitos
introduzidos neste século provocaram uma verdadeira revolucdo na Fisica. Hoje € comum
também dividir a Fisica em Classica (antes de 1900) e Moderna (apés 1900).

O quadro a seguir mostra algumas perguntas que podem surgir no nosso dia-a-dia,
e identifica qual o ramo da Fisica que trata de respondé-las.

PERGUNTAS QUEM RESPONDE ALGUNS CONCEITOS

- Por que somos jogados para MECANICA Forca

frente do 6nibus quando ele freia Espaco

bruscamente? Inércia

- Por que nos dias de chuva & Tempo

mais dificil freiar um automével? Velocidade

- Como um navio consegue boiar? Massa
Aceleracédo
Energia
Densidade

- Como funciona um termémetro? | TERMODINAMICA Calor

- Por que o congelador fica na Energia térmica

parte superior da geladeira? Pressao

- O que ocorre com a naftalina, Volume

gue “some” do fundo da gaveta? Dilatacao
Temperatura
Mudancas de estado

- Como vemos o0s objetos? OPTICA Raio de luz

- Como os 6culos ajudam a melho- Reflexao

rar a visao? Refracao

- Como se forma a nossa imagem Lentes

num espelho? Espelhos
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- O que é a corrente elétrica? ELETROMAGNETISMO |Carga elétrica

- Como funciona um chuveiro elé- Corrente elétrica

trico? Campos elétricos

- Para que serve um fusivel? Campos magnéticos
Ondas eletromagnéticas

- O que &, de fato, a luz? FiSICA ATOMICA Atomos

- O que compde todas as coisas? |FISICANUCLEAR Nucleos

- O que sao microondas? Foétons
Elétrons

Curso de Fisica do 2° grau - Capitulo 1
Telecurso 2000

Como resolver problemas de Fisica

12 ETAPA: LER O PROBLEMA: E preciso saber ler, quer dizer, ser capaz de imaginar a
cena que o enunciado descreve. Nem sempre entendemos tudo o que esta escrito, mas
podemos estar atentos aos detalhes para "visualizar" corretamente o que se esta dizendo.

22 ETAPA: FAZER UM ESQUEMA: Fazer um esquema ou desenho simples da situacao
ajuda a visualiza-la e a resolvé-la. Procure indicar em seus esquemas informacdes basi-
cas como o sentido e os valores envolvidos. Preste atencdo que uma frase como "dar ré"
indica o sentido do movimento do objeto em questao.

32 ETAPA: MONTE AS EQUACOES E FACA AS CONTAS: Uma equacéo so faz sentido
se vocé sabe o que ela significa. Sabemos que é possivel resolver a nossa questdo por-
gue ha a conservacéo da quantidade movimento total de um sistema. Quer dizer, a soma
das quantidades de movimento antes e depois do choque devera ter o mesmo valor. Com
iSO, vOCé consegue montar as contas.

42 ETAPA: INTERPRETE OS VALORES. (A ETAPA MAIS IMPORTANTE!) Muito bem,
vocé achou um namero! Mas ainda ndo resolveu o problema. Nao queremos saber so-
mente o0 numero, mas também o que aconteceu. O numero deve nos dizer isso. Olhando
para ele vocé deve ser capaz de chegar a alguma conclusdo. DESCONFIE DOS
NUMEROS!!! Existe uma coisa que se chama erro nas contas, que pode nos levar a re-
sultados errados. Pense bem no que o nimero estéa lhe dizendo e avalie se é uma coisa
razoavel. Se achar que ha um erro, confira suas contas e 0 seu raciocinio. Se o nimero
insistir em |he dizer coisas absurdas, considere a possibilidade de que aquilo que vocé
esperava nao ser realmente o que acontece na pratica.

Leituras de Fisica - MECANICA - Capitulo 1
GREF - Grupo de Reelaboracéo do Ensino de Fisica
Instituto de Fisica da USP - junho de 1998
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02. Vetores e escalares

Algumas grandezas fisicas ficam completamente definidas quando informamos um
ndmero e uma unidade. Quando dizemos que a temperatura de uma pessoa é 37°C a
informacao esta completa. A temperatura é uma grandeza escalar. Se dissermos que a
velocidade de um automoével é de 50km/h ndo definimos completamente a informacéao.
N&o foi dito em que direcéo e sentido esse corpo se movimentava. A necessidade dessa
informacdo complementar - direcéo e sentido - caracteriza a velocidade como um vetor.

Os vetores sdo representados por setas, e costuma-se representar um vetor com
modulo maior que outro por uma seta de tamanho maior. Usamos basicamente de dois
modos de representar os vetores, o0 método geométrico e o método analitico.

Um pouco de trigonometria

Vamos considerar um triangulo retangulo com hipote-
nusa a e catetos b e c respectivamente. O teorema de
Pitagoras diz que:

8.2 — b2 + CZ

As funcdes seno e cosseno sao definidas como:

E do Teorema de Pitagoras, encontramos que:

sen’0 +cos® =1

senf C cosa
=tanf = — =cota =
cos@ a sena

Método geométrico

No método geométrico, a visualizacdo dos vetores fica mais Obvia, mas nao € ade-
guado para a operacdes com diversos vetores.

A forca é uma grandeza vetorial. Método geométrico
Quando consideramos duas forgcas atuando
sobre um dado corpo, o efeito resultante sera
igual a atuagdo de uma unica forca que seja a
a soma vetorial das duas forcas menciona-
das.

A soma desses dois vetores pode ser

efetuada usando-se a regra do paralelogra-
mo.
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Método analitico

O método analitico consiste basicamente em definir um sistema de coordenadas
cartesianas e decompor os vetores segundo as suas componentes nestes eixos.

Vamos considerar um sistema de coordenadas
bidimensional, definido pelos eixos x e y , como
mostrados na figura ao lado. O vetor a tem compo-
nentes cartesianas ax e ay que tem a forma:

A
y
ax=a.coso
ay=a.send -
a
Ou de maneira inversa: ay .
.0 >
a=.a’+a’ ax X
X y
ay
tanf=—
a

X

Uma maneira de representar vetores € através de suas componentes num dado
sistema de coordenadas, como foi antecipado na figura anterior. Desse modo:

a=ia, +ja,

A

onde i e | sd&o vetores unitarios (ou versores) que apontam nas dire¢cdes dos eixos X
e y respectivamente e tém maodulos iguais a um.

A soma de dois vetores sera entdo definida como:

Eﬁzfax +ja,
onde [ e O E:f(ax+bx)+f(ay+by)

(o]l
Il
Q)
+
T

L&
I
+

ou seja:
(c, =a, +Db,
O

onde [J e

Multiplicagdo de vetores

As operacOes com vetores sao utilizadas de maneira muito ampla na Fisica, para
expressar as relagcdes que existem entre as diversas grandezas.
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Multiplicacdo de um vetor por um escalar

Sejam dois vetores a e b e um escalar k. Defi-
nimos a multiplicagdo mencionada como:

b =ka
_ . - § a ka
O vetor ka tem a mesma direcdo do vetor a . Tera

mesmo sentido se k for positivo e sentido contrario se
k for negativo.

Produto escalar

Define-se o produto escalar de dois vetores a e
b como a operagéo:

alb =abcos¢

>
onde ¢ é o angulo formado pelos dois vetores.

Podemos dizer que o produto escalar de dois vetores € igual ao modulo do primeiro
vezes a componente do segundo no eixo determinado pelo primeiro, ou vice-versa. Isso
pode-se resumir na propriedade :

albb=b&

Uma aplicacédo do produto escalar € a definicdo de trabalho W executado por uma
forca constante que atua ao longo de um percurso d:

W =F.d =Fd cos®

Usando o conceito de vetor unitario encontramos que:

f[ﬂ:|f |f cos0° =1
jg=1
kk =1
e de modo equivalente:
ig = |f |f|00590° =0
ik =0
jk=0

Podemos utilizar a decomposi¢cdo de um vetor segundo as suas componentes car-
tesianas e definir o produto escalar:
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a=ia, +ja, +ka,
b= fbx + fby +|2bz
alb = (iAax +ja, + I?az)E(iAbx + b, + I?bz)

e portanto:
alb=a,b, +ab, +a,b,

Fica facil perceber que:

1

= a. :
Como alb=abcos¢ , temos que cos¢ = b e assim poderemos calcular o
a

angulo entre os dois vetores, em funcao de suas componentes cartesianas:

a,b, +a b, +a,b,

cos¢ =
Jai+aZ+aZ /b2 +b’ +b’

Produto vetorial

Define-se o produto vetorial de dois vetores a e
b como a operagéo:

C=axb
e moédulo ¢ é definido como:

c =absen¢

onde ¢ é um vetor perpendicular ao plano defino pe-

los vetores a e b e ¢ é o angulo formado por esses
dois ultimos dois vetores.

Uma aplicacdo do produto vetorial € a definicdo da forca F que atua em uma car-
ga elétrica g que penetra com velocidade v numa regido que existe um campo magnéti-

co B :
ﬁ:qﬁxé
ou ainda:
F=qvBseng
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Usando a definicdo de produto vetorial, encon-
tramos que:

A

iAXj\:Izz—JX|

j\xl’(\:i’\:—l’(\XI

I’(\X[\:j\:—i’\xlz
rxiA:Jij\:l’(\xl’(\:O

De modo genérico, podemos definir o produto vetorial como:

—

c=axb= (iAax + fay +|2az)><(iAbx + fby +l€bz)

e usando os resultados dos produtos vetoriais entre os vetores unitarios, encontramos
que:

¢ =i(a,b, -a,b,)+ (@b, -a,b,)+k(,b, -ab,)

Usando as propriedades de matrizes, encontramos que o produto vetorial pode ser
expresso como o determinante da matriz definida a seguir:

~

I
a, a,U
B

ox
QJL

y
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

02

a)

b)

Quais sdo as propriedades dos vetores a e b tais que:

a+b=¢c ea+b=c
Temos que:
6[&=(§+5)[(é+5)=é[ﬁ+5ﬂ3+25ﬂ3
ou seja:
c’=a’+b’ +2abcosb

Paraque c=a+b é necessario que 6 =0 pois
c?=a’+b?+2ab=(a+h)?

Portanto a| |b
a+b=a-b

Da equacéo acima, temos que:

—

a-a=b+b O 2b=0 0O b=0

a+b=C e a’+b?=c?
Como
c’=a’+b?+2abcoso,
para que
c?=a’+b?+2ab=(a+h)?
devemos ter

0 :7—2T portanto aOb

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

O vetor a tem moédulo de 3 unidades e esta dirigido para Leste. O vetor b esta diri-

06 gido para 35° a Oeste do Norte e tem mddulo 4 unidades. Construa os diagramas

Cap 02

A

H=ia,

D“_." N

b =ib, + jb,
[, =a=3

X

HJX =-bsenf = -4sen35° =-229 Oeste

vetoriais para a + b e b - a . Estime o médulo e a orientacdo dos vetores
a +b e a-b apartirdesse diagramas.

EPy =bcosO ==4cos35° = 3,27

romero@fisica.ufpb.br




Prof. Romero Tavares da Silva

a) — — e I:Cx :ax +b><
c=a+b [ _
m:y _ay +by
cx=3-2,29=0,71
c,=3,27
c=,c;+c =334
b) _ _ _ m =b,-a
d=b-a 0, _*
ﬂjy :by -a,

dy=-2,29-3=-529

dy = 3,27

d=,/d?+d? =621

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

Prove que dois vetores devem ter o mesmo moédulo para que sua soma seja perpen-
32 | dicular & sua diferenca.

(é+5)[(é—6):a2—b2 =0 O a=b

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

39 | Mostre que num sistema de coordenadas destrégiro:

A A

0

1
>
&,

=1

I
—

i

A

kO

A

j k

0 0

A definicdo de produto escalar é tal que: a b =abcos6 ,onde 8 éo angulo formado
pelos vetores. Logo:
O = |f||f|coso° =1.1.1=1

szﬂﬂammleio:o

Os outros itens seguem-se como extensao desses anteriores.
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Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

45

a)

b)

A soma de trés vetores é igual a zero, como mostra a
figura. Calcule:

alb="?
é[ﬁzabcosgzo
alf=-accosB=-ac(alc)=-a’
b€ =-bccosa=-bc(blc)=-b?
Podemos concluir que:
c+a+b=0
CLE+C+C@A=0
logo:

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

46 | Para o problema anterior, calcule:

a)

b)

Cap 02

axb=2

Suponhamos que o eixo z seja perpendicular ao pla-
no definido pelos vetores a e b .
axb=Z7absen(m2)=2 ab

xC =7

Q)

axc|= acsend
axc=(-z)acsenf=-zac(lc)=-Zab

T O
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Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicéio |

47 |Produto escalar em funcdo das coordenadas: Suponha que dois vetores sejam
representados em termos das coordenadas como:

a=ia, +ja, +ka, e b=ib _+jb, +kb,
mostre que:
alb=ab, +ab, +a,b,

Por definicdo temos que:

A A

a = (lax + ja, +l€az)E(iAbx + ib, +l€bz)

Usando os resultados do problema 39, resolvido anteriormente, temos a resposta
pedida.
atb=ab, +ab, +a,b,

Capitulo 3 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

51 Dois vetores sédo dados por a = 3i + 5f e b=2 + 4jA . Calcule:

a) axp=?

xb =k(3.4-5.2)= 2k

[ON

Il
o O x»
(RN

A O1 —»

3
2
b) am=?

alb =3.2+5.4=26

c) (é+ 6)

&

=7

@+b)mb=(57+9f)dei +4])=5.2+9.4= 46
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Prof. Romero Tavares da Silva

03. Movimento retilineo

Vivemos num mundo que tem com uma das principais caracteristica 0 movimento.
Mesmo corpos que aparentemente estdo em repouso, s estdo neste estado em relacédo
a um certo referencial. Quando estamos deitados em nossa cama, tudo a nossa volta pa-
rece estar em repouso. E de fato, tudo estd em repouso em relacdo ao nosso corpo. Mas
nao esta em repouso em relacdo a Lua, ou ao Sol. Se estivéessemos deitado em uma
cama de um vagao de um trem dormitorio, todos os objetos do quarto ainda nos pareceri-
am parados, apesar desse conjunto se mover em relacdo aos trilhos. Dai concluirmos que
movimento (ou repouso) € uma caracteristica de um corpo em relacdo a um certo referen-
cial especifico

Quando um objeto real esta em movimento, além de sua translacdo ele também
pode tanto girar quanto oscilar. Se féssemos sempre considerar essas caracteristicas, o
movimento de um corpo seria sempre um fendmeno bastante complicado de se estudar.
Acontece, que em diversas situacdes o fenbmeno mais importante € a translacdo. Desse
modo, sem incorrer em grande erro, podemos isolar este tipo movimento e estuda-lo
como o Unico existente.

Devemos ainda considerar que corpos gue apresentam apenas 0 movimento de
translacdo podem ser estudados como particulas, porque todas as partes do corpo com
esse movimento descreverao a mesma trajetoria.

Num estagio inicial, o estudo ainda pode ser mais simplificado porque matemati-
camente, uma particula é tratada como um ponto, um objeto sem dimensdes, de tal ma-
neira que rotacdes e vibragcdes ndo estardo envolvidas em seu movimento.

Em resumo: vamos tratar como pontos materiais (ou particulas) os corpos que te-
nham apenas movimento de translacéo, e 0 caso mais simples sera quando ele apresen-
tar um movimento retilineo.

Posicao e deslocamento

A localizagédo de uma particula é fundamental
para a analise do seu movimento. O seu movimento P o
€ completamente conhecido se a sua posi¢do no Xi Xt
espaco € conhecida em todos os instantes.

Vamos considerar que esse movimento
componha-se de uma trajetoria retilinea que tem
como posicao inicial o ponto P com coordenada X;
no instante t; e posicao final com coordenada X
no instante t; .

O deslocamento Ax é uma medida da dife-
renca entre as posigoes inicial x; que a particula
ocupou e a sua posicao final x;

jv)

AX = Xj - X
e o intervalo de tempo € expresso como: : >
AM=t-1 f; tr
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A medida que o intervalo de tempo At diminui o ponto Q se aproxima do ponto P,
na figura anterior. No limite quando At - 0, quando o ponto Q tende ao ponto P, a reta
gue 0s une passa a coincidir com a propria tangente a curva no ponto Q , ou seja
v = tana . Assim, a velocidade instantanea em um dado ponto do grafico espaco versus
tempo é a tangente a curva neste ponto especifico.

Velocidade média e velocidade escalar média

A velocidade de uma particula é a razdo segundo a qual a sua posi¢do varia com o
tempo. Podemos analisar um movimento de diversas maneiras, dependendo da sofistica-
¢ao dos nossos instrumentos de medida.

A velocidade escalar média é definida como a razéo entre a distancia percorrida e
0 tempo gasto no percurso:

_, _ distancia percorrida
V= A

Se uma viagem entre duas cidades distantes de 120km durou 1,5h ndés dizemos
gue o percurso foi vencido com uma velocidade escalar média de 80km/h . Na vida coti-
diana essa informacéao é suficiente para descrever uma viagem.

Ja a velocidade média € definida como a raz&o entre o deslocamento e o tempo
necessario para esse evento.
VAV
V=—
At

Para calcularmos a velocidade média da viagem entre as duas cidades, deveria-
mos saber a distancia em linha reta entre elas. Essa distancia seria o deslocamento,
que foi definido anteriormente.

No movimento unidimensional percurso e deslocamento sdo conceitos pratica-
mente idénticos, de modo que sO existird uma diferenca marcante entre as velocidades
média e escalar média nos movimentos bidimensional ou tridimensional. Percurso é a
distancia percorrida por uma particula num certo intervalo de tempo; enquanto que deslo-
camento é a diferenca entre as posic¢oes inicial e final da particula no intervalo de tempo
considerado.

Velocidade instantanea e velocidade escalar

A velocidade instantanea v nos da informacfes sobre o que esta acontecendo
num dado momento.

Ela é definida como:
. Ax  dx
V=LIm—=—
a-0 At dt
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Como foi mencionado, a velocidade média representa 0 que aconteceu entre 0 ini-
cio e o fim de uma viagem. Ja a velocidade instantdnea em um dado momento representa
0 que aconteceu naquele momento. Colecionando as velocidades instantaneas de cada
um dos momentos temos uma informacg&o completa de como variou a velocidade ao longo
de toda viagem.

A velocidade escalar € o modulo da velocidade é a velocidade sem qualquer indi-
cacao de direcao e sentido.

No movimento retilineo e uniforme a particula se move com velocidade constante. A sua
caracteristica € que a velocidade em qualquer instante é igual a velocidade média. Por-
tanto a equacédo que define este tipo de movimento é:

X=vt

Aceleracao

A aceleracdo de uma particula é a razdo segundo a qual a sua velocidade varia
com o tempo. Ela nos da informacdes de como a velocidade esta aumentando ou dimi-
nuindo a medida que o corpo se movimenta.

Para analisar a variacdo da velocidade durante um certo intervalo de tempo At nés
definimos a aceleragdo meédia deste intervalo como:

— _ V.-V, _Av
a=——=——
t, -t At
Quando queremos saber o valor da aceleracdo em cada instante do intervalo con-
siderado, deveremos calcular a aceleragéo instantanea:

a= L A_V = d_V
Atlm At dt

Quando um corpo em movimento estd aumentando a sua velocidade temos que a
sua aceleracao seré positiva pois:
— _Av
Vi >vi O Av=v;-vi>0 [0 a :EDO

Se o corpo estiver diminuindo a sua velocidade a sua aceleracdo sera negativa.

Aceleragdo constante - um caso especial

O exemplo anterior do movimento de um automovel que varia a sua velocidade é
uma situacao tipica de translagdo com aceleracdo constante em alguns trechos e nula em
outros.

Vamos considerar o movimento com velocidade constante de uma particula, entre
um instante inicial tp e um instante posterior t. No instante inicial t, a particula se
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encontrava na posigao inicial Xxo com velocidade inicial vo e no instante t ela se encon-
trava na posicdo x com velocidade v .

A velocidade média da particula neste intervalo entre t, e t € dada por:

X=X, _V+V,
t—t, 2

VvV =

onde a Ultima igualdade € vélida apenas para movimentos com aceleracdo constante,
como esse caso especifico.

Podemos colocar as equacdes anteriores com a seguinte forma que define x:
_ +V
x=x, +V(t—-t,)=x, + B’T‘)at ~-t,)
U U

Como a aceleracdo € constante, podemos usar a definicdo de aceleracdo média
gue €é a propria aceleracdo constante neste caso presente:

_ V-V,
a=a-=
t—t,
ou seja:
v=v,+al-t,)
ou ainda
V-V
(t _to)= >
a

Usando este valor de v na equacéo que define x, encontraremos:
-1 -1
X =X, +VOB—OH+[VO +alt —to)]B—OH
02 0O 02 0O

e rearrumando 0s Varios termos teremos:

X =X, -I'Vo(t _to)+%a(t _to)2

Usando o valorde (t-ty) naequagao que define x encontraremos:

x=xO+EV+V°%v_V°B

02 M a 0O

2—V§
S = P

vi=v2+2a(x-x,)

ou seja:

e finalmente:
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Se estivéssemos considerando um movimento tridimensional, com aceleracao
constante nas trés dire¢cdes, poderiamos estender facilmente os resultados anteriores
para as seguintes equacdes vetoriais:

onde fizemos o instante inicial to = 0 . A dltima equac&o é conhecida como equacao de
Torricelli.

Exemplo:

Um motorista viaja ao longo de uma estrada reta desenvolvendo uma velocidade
de 15m/s quando resolve aumenta-la para 35m/s usando uma aceleracdo constante de
4m/s® . Permanece 10s com essa velocidade, quando resolve diminui-la para 5m/s
usando uma aceleracdo constante de 10m/s?® .

Trace os graficos de xversust, vversust e aversust para otodo o movimento
mencionado.

/ 35

15

10

v 5
0 0
0 5 10 15 20 2 0 b 0 5 10 15 20 25 30 35
t t
6
4
2
0
2 D 5 10 15 20 25 30 35
©
4
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Tabela associada ao exemplo:

Intervalo Aceleracao Velocidade Espaco
0 - 5s Nula Constante Reta ascendente
5s - 10s Positiva Reta ascendente Parabola com concavidade
voltada para cima
10s - 20s Nula Constante Reta ascendente
20s - 23s Negativa Reta descendente Parabola com concavidade
voltada para baixo
> 23s Nula Constante Reta ascendente

Aceleracao de queda livre

Podemos particularizar o conjunto de equacgdes vetoriais anteriormente deduzidas,
para a situagdo do movimento de queda livre.

Para todos os efeitos praticos, um corpo que cai proximo a Terra, se comporta
como se a superficie fosse plana e a aceleracdo da gravidade g fosse constante. Iremos
usar valor de g =9,8m/s® , e considerar o eixo z apontando para cima da superificie da
Terra.

Para a aceleracao, temos que: A

«Q,

Para o espaco percorrido, temos que:

kz = kz, + kvt +%(— IZg)t2

t2
z=z,+v,t -9

Para a velocidade desenvolvida pela particula, temos que:
kv =k, +(-Kkg

ou seja:

e também:
vZ=v? +2(— I?g)[(l?z —IZZO)

2

vi=vi-2g(z-z,)

Esta ultima equacédo é conhecida como equacao de Torricelli.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

15 | Dois trens trafegam, no mesmo trilho, um em direcdo ao outro, cada um com uma
velocidade escalar de 30km/h . Quando estdo a 60km de distancia um do outro, um
passaro, que voa a 60km/h , parte da frente de um trem para o outro. Alcan¢gando o
outro trem ele volta para o primeiro, e assim por diante. (N&o temos idéia da razao do
comportamento deste passaro.)

Vamos considerar d = 60km e d; a distancia que o trem da direita viaja
enquanto o passaro decola dele e atinge o tem da esquerda e t; o tempo gasto
nesta primeira viagem.. A velocidade de cada trem é v = 30km/h e a velocidade
do passaro € v, = 60km/h .

Para a primeira viagem do passaro, temos:
d

D, di

d:D1+d1:th1+Vt1:(Vp+V)t1 o t =

Para a segunda viagem, temos:

g, ! D, !

d:2d1+(d2+D2):2Vt1+(th2+Vt2)

tz(v+vp):d—2vt1:d—2v d :dE— 2v H

V+Vp V+Vp

(= d B 2v 0t =t,d- 2v
V+V, VHV VvV,

Para a terceira viagem, temos

D3

d:2d1+2d2+(d3+D3)
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d3+D3=d-2d,-2d, O Vt3+th3:d-2Vt1-2Vt2

d \ \ \Y; \Y;
t, = -2t - 2t, =t, - 2t, -2,
VHV, VHV, VHV, VHV, VHV,
ou ainda
2V \Y} \Y}
t, =t,[1- 2t, =t, - 2t,
VHV, VHV, V+V,
ou seja:

2v
t, :tzg.—

VHV,
t=t[d- 2v

V+V,

t, = d___60 :Eh:40min
v+v,  30+60 3

Podemos inferir entdo que:

ou seja:

2v
¢ tg E
p

Concluimos que ty € o ene-ésimo termo de uma progressao geométrica cujo
o . ~ 2V 2.30 2 1
primeiro termo aj; =t; = 40min e razaoq =1- =l-— —=1-—=—.
VHV, 30+60 3 3

Quantas viagens o passaro faz de um trem para o outro, até a colisao?

As viagens do passaro ficardo cada vez com um percurso menor até tornarem-se
infinitesimais, por isso serdo necessarias um numero infinito de viagens de um
trem para o outro.

Qual a distancia total percorrida pelo passaro?

O tempo necessario para 0 percurso sera a soma dos termos da progressao:

S = al(l—q )
1-q
e quando |g| <1 e N tende a infinito:
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ou seja

Dp = vpt = 60km/h . 1h = 60km

Uma forma direta de resolver este problema, mas que no entanto perde-se todo o
detalhamento dos acontecimentos, é calcular o tempo necessario para a colisao

dos dois trens:

d=(v+v)t=2vt [J t=

i_ 60
2v  2.30

Esse tempo t é aquele que o passaro tem para as suas viagens, logo a distancia

percorrida sera:

Dp = vp t = 60km

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

19

Cap 03

Qual a posicao final de um corredor,
cujo grafico velocidade x tempo €
dado pela figura ao lado, 16 segun-
dos apos ter comecado a correr?

A distancia percorrida por uma parti-
cula é a area abaixo da curva num
grafico v versus t . Podemos de-
monstrar a afirmagdo anterior de
varios modos, por exemplo:

Método 1:

Area =

10

t(s)

12 14 16 18

d :jdx:jvdt

d=Area=A; + A, + Az + A4

onde A; é a éarea do triangulo que tem como base (0-2), A, € a area do retangulo
gue tem com base (2-10) , Az é a area do paralelogramo que tem como base (10-
12) e A, € a area do retangulo que tem como base (11-16).

[

d= % (2x8) + (8x8) + % (2x4)+ (2X4)H+ (4x4)

d = 100m

romero@fisica.ufpb.br
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Método 2: Usar as equagdes da cinematica diretamente para cada percurso, e cal-
cular as distancias correspondentes.

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

A cabeca de uma cascavel pode acelerar 50m/s” no instante do ataque. Se um car-
34 |ro, partindo do repouso, também pudesse imprimir essa aceleragdo, em quanto tem-
po atingiria a velocidade de 100km/h ?

3
v = 100km/h =102 29 ™M F27mys
3600s
Vv 27m/s
v=vpotat ; t=—=
a 50m/s?

t=0,54s

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

38 |Um jumbo precisa atingir uma velocidade de 360km/h para decolar. Supondo que a
aceleracédo da aeronave seja constante e que a pista seja de 1,8km , qual o valor
minimo desta aceleracéo?

v = 360km/h
V2 = (Vo)®> +2ad O a=v?2d d = 1,8km
vo=0

a = 36000 km/h? = 2,7 m/s?

se g = 9,8m/s® teremos a=0,27 g

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

41 |Um carro a 97km/h é freiado e para em 43m .

a) Qual o médulo da aceleragédo (na verdade, da desaceleracdo) em unidades Sl e
em unidades g ? Suponha que a aceleracéo € constante.

V2 = (Vo)? - 2ad [J a = (Vo)*/2d = 8,28m/s? Vo = 96km/h = 26,7 m/s
d=43m
Se g = 9,8m/s* temos que a=0,84¢g v=0

b) Qual é o tempo de frenagem? Se 0 seu tempo de reacao treacso , para freiar é de
400ms , a quantos "tempos de reacdo" corresponde o tempo de frenagem?
V=Vp-at[Jt=vo/a ouseja: t=3,22s
treacso = 400ms = 400 . 10”%s = 0,4s

T=t+ treacao

T=3,62s
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Prof. Romero Tavares da Silva

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

43 |Em uma estrada seca, um carro com pneus em bom estado é capaz de freiar com
uma desaceleracéo de 4,92m/s®> (suponha constante).

a) Viajando inicialmente a 24,6ms , em quanto tempo esse carro conseguira parar?

V=Vp-at [J t=vgla=24,6/492 a = 4,92m/s?
Vo = 24,6 m/s
t=5s v=20

b) Que distancia percorre nesse tempo?

V2 = (Vo)? - 2ad [ d = (vo)*/2a = (24,6)%/(2.4,92)

d=61,5m
c) Faca os gréficos x versust e vversust para a desaceleracgéo.
X(t) = 24,6t - 2,46t> em metros v(t) =24,6 - 4,92t em m/s
0
1)
60 L— 5 \
50 // 20 N
940 815
= >
x 30
73] / ©
10 / 5
0 0

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

45 | Os freios de um carro sdo capazes de produzir uma desaceleracéo de 5,2m/s?.

a) Se vocé esta dirigindo a 140km/h e avista, de repente, um posto policial, qual o
tempo minimo necessario para reduzir a velocidade até o limite permitido de

80km/h ?
V=\Vg-at Vo = 140km/h = 39,2m/s
v = 80km/h = 22,4m/s
t= (Vo - v)/a = 16,8/5,2 a = 5,2m/s?
t=3,2s
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b) Trace o gréfico xversust e vversust para esta desaceleracao.
Consideramos que até o instante t = 5s o0 carro vinha desenvolvendo a veloci-
dade de 39,2m/s , quando comecou a freiar até 3,2s mais tarde, quando passou
a desenvolver a velocidade de 22,4m/s .

45

40

O grafico x versus t € uma 35 U

30 N

reta para 0 <t <5s, o 25 AN

3 20
é uma parabola com concavi- .
dade para baixo para 5
5s <t <8,2s °

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

e volta a ser uma reta para

t>8,2s.
450
. 400
Nestes intervalos temos res- 350 ——
. . _ !
pectivamente: movimento | 3% Prad
uniforme, movimento unifor- | 200 ~
memente acelerado e nova- 128 rd
mente movimento uniforme. 50| LT
0

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

54 | Quando a luz verde de um sinal de transito acende, um carro parte com aceleragéo
constante a = 2,2m/s? . No mesmo instante, um caminh&o, com velocidade constante
de 9,5m/s, ultrapassa o automovel.

a) A que distancia, ap6s o sinal, o0 automoével ultrapassara o caminhao?

Automovel Caminhao 1D
10 /
X = at’/2 X=Vt o /
/
No instante t = t¢ 0 automovel vai| & L~ //
alcancar o caminhéo, logo: 0 //
~
Xg = XE 20 I/
0 —
2
ale :VtEDtE:ﬂ:& 0 1 2 3 4 6 7 8 9 1
2 a 2,2 t
te = 8,6s

Curva azul = X = Caminhao

Xe=V=958,6=817m. Curva vermelha = x = Automével

Cap 03 romero@fisica.ufpb.br 13
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b) Qual a velocidade do carro nesse instante?

Velocidade
VE=Vgt+tate=2,2+8,6 25
18,9m/ ®
VE = ,9M/S
. 15 //
_~
10
5 '//
L~
0
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

57 | Dois trens, em movimento retilineo, viajam na mesma dire¢cdo e em sentidos opostos,
uma 72km/h e o outro a 144km/h . Quando estdo a 950m um do outro, 0S maqui-
nistas se avistam e aplicam os freios. Determine se havera colisdo, sabendo-se que a
desaceleracédo em cada um dos trens é de 1,0m/s®.

Vamos chamar x e X as distancias que cada trem per- vo = 72km/h = 20m/s
correra antes de parar. Neste instante teremos v=V =0. Vo= 144km/h = 40m/s
d =950m
V2 = (Vo) - 2ax [0 x = (vo)*/2a a = 1m/s®

V2= (Vo)?-2aX O X =(Vo)’l2a
A distdncia D necesséria para os dois trens pararem € D =x + X

2 2
_Vo Vo

D= =1000m
2a

Como essa distancia D é maior que a distancia d disponivel, acontecera a colisdo
entre os dois trens.

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

61 | Considere que a chuva cai de uma nuvem, 1700m acima da superficie da Terra. Se
desconsiderarmos a resisténcia do ar, com que velocidade as gotas de chuva atingi-
riam o solo? Seria seguro caminhar ao ar livre num temporal?

a=g=98m/s’
VvV = \/29h = \/2.9,8.1700 =182,5m/s h=1700m
v = 657km/h
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Decididamente nédo seria seguro caminhar ao ar livre num temporal com gotas alcan-

cando a superficie da terra com esta velocidade.

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

69 |Um objeto é largado de uma ponte 45m acima da agua. O objeto cai dentro de um

pacto no instante em que o objeto foi solto.
Qual a velocidade do barco?

Y h:45m
Vvo=0
d=12m
h
—
d
d:Vt 2
h:gﬁ% 0 t:% O h—i;
2 H
v=dJﬁL=12¢3§—:39m/s
h 2.45
V = 14,1km/h

barco que se desloca com velocidade constante e estava a 12m do ponto de im-

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

78 | Do cano de um chuveiro, a agua pinga no chdo, 200cm abaixo. As gotas caem em

gue a primeira gota bate no chao.

4 o
Seja tj 0 tempo de vbo da i-ésima gota:
3e
h=h, =%
b2
20
_gt
h, = 22
t2
h3 - g 3 1
2 °

Cap 03 romero@fisica.ufpb.br

intervalos regulares, e a primeira gota bate no chao, no instante em que a quarta gota
comeca a cair. Determine as posi¢cdes da segunda e terceira gotas, no instante em

A
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Prof. Romero Tavares da Silva

Como existe um intervalo At entre cada gota, temos que t; = 3At ; t, = 2At e tz3 = At.
Logo

Py 2
h_Z:t—Z:(ZAt) :i [l hzzihlzgm
h, t7 (3atf 9 9 9
&:E:—(At) —1 [l h3:1h1:zm
h, t7 (3at) 9 9 9

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

79 |Uma bola de chumbo é deixada cair de um trampolim localizado a 5,2m acima da
superficie de um lago. A bola bate na agua com uma certa velocidade e afunda com
a mesma velocidade constante. Ele chegara ao fundo 4,8s apds ter sido largada.

a) Qual a profundidade do lago?

hy
t=t; +t, =4,8s
—v
_ gt/ _[2h
h1 - 21 O tl - gl hz
t1=1,03s e t, =3,77s Vs

v =vi+2gh, 0O v,=,2gh =1009m/s
h2 =v7 t, = 38,06m

b) Qual a velocidade média da bola?
Ax _espago _h, +h, 52+3806

X =9,01m/s
At tempo t, +t, 4.8

vV =

c) Suponha que toda agua do lago seja drenada. A bola é atirada do trampolim, e
novamente chega ao fundo do lago 4,8s depois. Qual a velocidade inicial da
bola?

Vamos considerar Vo a nova velocidade inicial:

2
h:V0t+g; 0 VO:%—%:7,92—23,52:—15,60m/s

Na equacao acima o sinal de g € positivo significando que o referencial
positivo foi tomado como apontando para baixo. Desse modo, como V, calcula-
do é negativo, a bola foi lancada para cima.
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0 <t<1,03s

O movimento da bola de
chumbo é de queda livre,
portanto a curva no grafico
y versus t sera uma para-
bola e a curva no gréfico v
versus t sera uma reta in-
clinada em relacdo a hori-
zontal.

t>1,03s

O movimento da bola de
chumbo € de retilineo e
uniforme, portanto a curva
no gréfico y versus t sera
uma reta inclinada em rela-
¢do a horizontal e a curva
no grafico v versus t sera
uma reta paralela a hori-
zontal.

50
45
40
35
30
25
20
15
10

12

10

Capitulo 2 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

82 |Uma pedra é largada de uma ponte a 43m acima da superficie da agua. Outra pe-
dra é atirada para baixo 1s apdés a primeira pedra cair. Ambas chegam na agua ao
mesmo tempo.

a) Qual era a velocidade inicial da segunda pedra?
2 1
h=44m v® © —
At=1s
=t -4t
t2
h=9%% g 1 =" =209s 035
2 g
O tempo gasto pela segunda pedra sera:
b=t -At=2s
Logo:
t? t
h=vt, L Vv, _h_gt
t, 2
Vo =12,2m/s
Cap 03 romero@fisica.ufpb.br 17




Prof. Romero Tavares da Silva

b) Faca o grafico da velocidade versus tempo para cada pedra, considerando t=0

Cap 03

o instante em que a primeira pedra foi largada.

Curvas das velocidade:
Vermelho = primeira pedra

Marrom = segunda pedra

Curvas das distancias:
Vermelho = primeira pedra

Marrom = segunda pedra

romero@fisica.ufpb.br
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Prof. Romero Tavares da Silva

04. Movimento em duas e trés dimensoes

A nossa experiéncia cotidiana esta repleta de exemplos de movimentos bi e tridi-
mensionais. Podemos até dizer que sdo raras as situagdes com movimentos unidimensi-
onais. Quando saimos de nossa cama para a sala, certamente usamos um movimento
bidimensional ao chegar até a porta e caminhando pelo corredor para atingir a sala. Num
automével em movimento, além do movimento bidimensional, segundo os pontos carde-
ais, as estradas tém elevacoes e baixios, de modo que percorremos um caminho tridi-
mensional.

Posicao e deslocamento

Vamos considerar um sistema de coor-

denadas x-y para analisar o movimento de vy 4
uma particula do ponto inicial P ocupado no
instante t; até o ponto final Q ocupado no P
instante t; .
A ponto inicial P € localizado pelo vetor
posicdo r, e o ponto final Q é localizado r Ar
pelo vetor posicéo r; .
O vetor deslocamento é definido por: -
r
AT =, -
X
Onde
ro=ix, +]y; +kz
re = iAxf + jAYf 'szf

AF =i AX + j Ay +K Az

Velocidade média e velocidade instantanea

A velocidade pode ser entendida como a variagdo no tempo do vetor deslocamen-
to.

Definimos a velocidade média em duas ou trés dimensdes fazendo uma extensao
da definicdo usada para o movimento retilineo, ou seja:

1

-

vV =—=
At

~+
—
~—+

ou ainda:
POX IA_y v
At At At

<i
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A velocidade instantdnea é definida como:
~ . Ar dr
v=Lim—=—
At dt
At -0
e em coordenadas cartesianas:

\7:|_

1M e Lwn

JUn1

At At

G, pdy  poz
dt dt dt
ou seja:

vV =iv, +jv, +kv,

Aceleracdo meédia e aceleracao instantanea

Quando uma particula se move com
velocidade Vv, noinstante ti e com velocida- Yy

de v, noinstante t;, definimos a sua acele-
racao média como:

A

a= = —

A aceleracao instantanea é definida
como:

<i

L A _dv
a=Lim-—=—
At dt

At -0

e em coordenadas cartesianas:

5= T Lim 2 T Lim ki AV
ImAt JImAt ImAt

dt dt dt
ou seja:

a=ia, +ja, +ka,

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br
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Movimento num plano com aceleragao constante

Vamos considerar que a particula se mova no plano x-y com aceleracdo cons-
tante. Para um movimento nesse plano teremos:

DF:.AX-I_'.‘

o Y
vV =Iv, +)v,
Hi=ia, +Ja,

e considerando que a aceleracdo € constante teremos as equagfes para 0 movimento
segundo o eixo X:

X =X, +V,,(t —to)+%ax(t -t )

v =V0>< +ax(t _tO)

X

Vf :V§x +2ax(X_XO)

e as equacgodes para 0 movimento segundo 0 eixo VY :

1 2
Y=Y, +V0y(t _to)+§ay (t _to)

v, =v,, +a,(t-t,)

2

—_ 2
Vy _VOy +2ay (y _yO)
As equacdes anteriores podem ser sintetizadas nas formas vetoriais:

. 1.
r=r, +v0t+§at2

V =V, +at
v =vZ+2alf -r,)

Movimento de projéteis

O movimento dos projéteis € uma situacdo onde uma particula se move num plano,
com movimento de aceleragdo constante em uma dire¢do e movimento de velocidade
constante em outra direcao.

Vamos considerar que ay =0 e que ay =-g, e desse modo, as equacdes para
esse movimento serao para o eixo X:

X =X, =Vt Q)

0x

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 4
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e paraoeixoy:

1
Y~Yo ZVOyt_Egt2 (2)
vV, =V, —gt 3)
v:=vg -29(y -v,f (4)

Considerando xp =y, = 0, na equacao (1), temos

ou seja

A equacéo anterior é do tipo:
y=bx-cx

Se completarmos os quadrados na equacao anterior, teremos:

et <boad

Essa é a equacdo de uma parabola com a concavidade voltada para baixo, e tem
como coordenadas do ponto de altura maxima:

ij _ b
L=
0 2cC
U
0 b
EVM 4c
Considerando que:
S/OX =V, cosb,
0

encontramos que:
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_vZsen26,
29

U
M
U
U
O  visen®f,
29

M

Como a parabola é uma curva simétrica, a distancia percorrida ao longo do eixo x,
também conhecida como alcance R tem o valor R =2 xy , ou seja:

_vZsen26,
g

R

Lancamento em varios angulos

/
//
T ‘i\‘\
T~~~

i

w

N

/

[Eny

/|
/

/Z ™N

o
o Uk, N Ul w o A

com a mesma velocidade inicial e para angulos de 30° , 45° e 60° .

Da trigonometria, podemos encontrar que quando dois angulos diferentes tém o
mesmo seno, a soma desses angulos deve ser igual a 180° , ou seja:

20+25=180° 0 a+B=90° 0 a=90°-p

ou seja, dois langcamentos cujos angulo somam 90° tém o mesmo alcance, como mostra
a figura anterior para os angulos 30° e 60° . Podemos mostrar, entdo, que o alcance
méximo é obtido quando o angulo de lancamento vale 45° , como mostra a terceira curva
da figura anterior.

Uma analise mais realista do movimento dos projéteis devera levar em conta o seu
atrito com o ar. Essa forca de atrito é considerada como uma funcao da velocidade. Num
caso mais simples, se a forga de atrito for considerada proporcional & velocidade de des-
locamento, n0s podemos avaliar 0s seus efeitos no movimento dos projéteis no grafico a
seguir.
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4 Lancamento de projéteis considerando o atrito
3,5

3
2.5 R
iy PZa
1.5 / / "

1 // / \
0,5 /, ‘ S

. \

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 5
X

para os mesmos angulos e velocidades iniciais da figura anterior.

Tiro de gran alcance

Al final de la primera guerra mundial (1918), cuando los éxitos de la aviacion
francesa e inglesa dieron fin a las incursiones aéreas enemigas, la artilleria alemana puso
en préctica, por primera vez en la historia, el bombardeo de ciudades enemigas situadas a
mas de cien kilometros de distancia. El estado mayor aleman decidié emplear este nuevo
procedimiento para batir la capital francesa, la cual se encontraba a mas de 110 km del
frente. Hasta entonces nadie habia probado este procedimiento. Los propios artilleros
alemanes lo descubrieron casualmente. Ocurrié esto al disparar un cafion de gran calibre
con un gran angulo de elevacion. Inesperadamente, sus proyectiles alcanzaron 40 km, en
lugar de los 20 calculados. Resultd, que estos proyectiles, al ser disparados hacia arriba
con mucha inclinacién y gran velocidad inicial, alcanzaron las altas capas de la atmdsfera,
en las cuales, debido al enrarecimiento, la resistencia del aire es insignificante. En este
medio poco resistente es donde el proyectil recorrié la mayor parte de su trayectoria,
después de lo cual cay6 casi verticalmente a tierra.

La figura muestra claramente la gran variacion que experimentan las trayectorias
de los proyectiles al cambiar el angulo de elevacion. Esta observacion sirvié de base a los
alemanes para proyectar un cafion de gran alcance, para bombardear Paris desde una
distancia de 115 km. Este cafion termin6 de fabricarse con éxito, y durante el verano de
1918 lanzd sobre Paris mas de trescientos proyectiles. He aqui lo que después se supo
de este cafon. Consistia en un enorme tubo de acero de 34 m de largo y un metro de
grueso. El espesor de las paredes de la recAmara era de 40 cm. Pesa ba en total 750 t.
Sus proyectiles tenian un metro de largo y 21 cm de grueso, y pesaban 120 kg. Su carga
requeria 150 kg de pélvora y desarrollaba una presion de 5 000 atmdsferas, la cual
disparaba el proyectil con una velocidad inicial de 2 000 m/seg. El fuego se hacia con un
angulo de elevacion de 52' y el proyectil describia un enorme arco, cuyo vértice o punto
culminante se encontraba a 40 km de altura sobre la tierra, es decir, bien entrado en la
estratosfera. Este proyectil tardaba en recorrer los 115 km, que mediaban entre el
emplazamiento del cafion y Paris, 3,5 minutos, de los cuales, 2 minutos volaba por la
estratosfera. Estas eran las caracteristicas del primer cafibn de ultralargo alcance,
antecesor de la moderna artilleria de este género.
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Cuando mayor sea la velocidad inicial de la bala (o del proyectil), tanto mayor sera
la resistencia del aire. EI aumento de esta resistencia no es proporcional al de la
velocidad, sino mas rapido, es decir, proporcional al cuadrado, al cubo y a potencias aun
mayores del aumento de la velocidad, segun el valor que ésta alcance.

Fisica Recreativa - Yakov Perelman

Movimento circular e uniforme

Se um corpo esta se movimentando em circulos com velocidade constante em mo-
dulo, ele necessariamente estar4 sob a acdo de uma forca. Essa forca F pode ter as
mais diversas origens: gravitacional, elétrica, magnética, e etc. Mas algumas grandezas
ligadas a esse movimento estéo relacionadas do seguinte modo:

v2 e

F=ma onde a=—
R

onde m é a massa do corpo, R € o raio da Orbitae v é a
sua velocidade. A velocidade pode ser definida como:

v:¥:2nfR:wR

onde T é o periodo, f é a frequéncia, e w € a frequéncia angular. A unidade de T é segun-
do, a unidade de f é 1l/segundo = Hertz, e a unidade de w € radiano/segundo. Desse
modo, a frequéncia angular tem como unidade natural o radiano/segundo, mas pode ser
expressa em rotagcdes/minuto:

rad 1 rot _ 60 rot

1—=1—— ="

seg 2rrseqg  2rmrmin

Por exemplo, qual deve ser a velocidade angular, em rotagdes por minuto, que um
corpo deve girar para que a sua aceleracao seja 50 vezes a aceleracéo da gravidade?

2

F=m =50ngVE=509

V2
R

mas, como vimos anteriormente v = wR, logo:

w?’R =50g O w :1’50?9 rad / seg

w :@ 50—9 rot/min
2V R

e finalizando:
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onde g = 9,8 m/s®e R é o raio da 6rbita do corpo, ou o raio de centrifugacéo.

Para deduzir a equacéo da aceleracdo usada inicialmente, vamos considerar que
num dado instante o corpo esta no ponto P com velocidade v e que um intervalo de
tempo At posterior esteja no ponto Q com velocidade seja V' , de modo que essas
duas velocidades tenham o0 mesmo médulo v .

—

A variacao do vetor velocidade é dado por Av =v'-v , e vamos considerar como 0
o angulo formado pelos vetores v e V' . Esse triangulo formado pelos vetores mencio-
nados é isosceles ja que os vetores v e Vv tém mesmo modulo. Podemos definir um
outro triangulo isésceles formado pela reta que une o centro do triangulo ao ponto P,
pela reta que une o centro deste mesmo triangulo ao ponto Q e pela corda s que une
os pontos P e Q. Esses dois triangulos séo equivalentes pois os lados iguais fazem en-
tre si 0 mesmo angulo 6.

A equivaléncia entre os tridngulos € expressa pela equacao:

Av s

\Y r

A trajetoria do corpo em movimento circular €, naturalmente, ao longo da curva, e
nao ao longo da corda s, mas para um intervalo de tempo At pequeno, podemos apro-
ximar a corda pela curva. O comprimento da curva a considerar € 0 espago percorrido
pelo corpo com velocidade constante, ou seja :

curva=v At
logo
corda=s =v At
portanto
Av VAL o Av Ve
\Y; r At r

No limite quando At — 0 a aproximacdo da corda pela curva torna-se uma igual-
dade:

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 9



Prof. Romero Tavares da Silva

Vale a pena enfatizar que a direcdo da aceleracdo é perpendicular ao vetor veloci-
dade. Deve-se notar, portanto, que ndo é necessario existir movimento na direcdo da
aceleracéo.

Movimento relativo

Os resultados da observacao de um evento dependem do referencial usado pelo
observador. Um acontecimento que ocorre no interior de um vagao de um trem tem uma
aparéncia para observadores fixos no interior desse trem e uma outra aparéncia diferente
para observadores fixos nos trilhos.

Vamos considerar dois referenciais S e S”, considerando que S move-se com veloci-
dade constante U emrelagdoa S.

Um evento que é localizado no
referencial S pelo vetor posicdo r , Yy y
sera localizado no referencial S” pelo
vetor posicdo r’ é esses dois vetores
estao relacionados do seguinte modo: A

r=r+ut r

A velocidade com que um dado — > >
corpo se move é medida de maneira ut X
diferente por cada um desses referen-
ciais.

Se para um observador no referencial S a velocidade € v , para um outro obser-
vador no referencial S” a velocidade é v . Encontramos a maneira como essas veloci-
dades estéo relacionadas derivando a relacdo entre os vetores posicao:

Coger con la mano una bala disparada!

Durante la primera guerra mundial, segun informacion de prensa, a un aviador
francés lo ocurrid un caso extraordinario. Cuando iba volando a dos kildbmetros de altura,
este aviador se dio cuenta que junto a su cara se movia una cosa pequefa. Penso que
seria algun insecto, y, haciendo un agil movimiento con la mano, lo cogi6. Cual seria su
sorpresa cuando comprendio, que lo que acababa de cazar era... juna bala de fusil
alemana! ¢ Verdad que esto recuerda los cuentos del legendario baron Minchhausen, que
también asegurd haber cogido una bala de cafidn con las manos?

No obstante, esta noticia sobre el piloto que cogié la bala, no tiene nada de
imposible. Las balas no se mueven durante todo el tiempo con la velocidad inicial de 800-
900 m por segundo, sino que, debido a la resistencia del aire, van cada vez mas despacio
y al final de su trayectoria, pero antes de empezar a caer, recorren solamente 40 m por
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segundo. Esta era una velocidad factible para los aeroplanos de entonces. Por
consiguiente, la bala y el aeroplano podian volar a una misma velocidad, en un momento
dado, y, en estas condiciones, aquélla resultaria inmévil o casi inmadvil con relacién al
piloto. Es decir, éste podria cogerla facilmente con la mano, sobre todo con guante
(porque las balas se calientan mucho al rozar con el aire).

Fisica Recreativa - Yakov Perelman

Solucéo de alguns problemas

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - Edi¢do antiga

ll19II

Um malabarista consegue manter simultaneamente cinco bolas no ar, todas atin-
gindo uma altura maxima de 3m.

Encontre o intervalo de tempo entre duas bolas que chegam as suas maos. Consi-
dere que os intervalos sdo 0s mesmos para todas as bolas.

Vamos considerar t o tempo necessario para que uma bola atinja a altura maxima
de h=3m.Logo T =2t é otempo que cada bola permanece no ar até cair de
volta nas méaos do malabarista.

Se tivéssemos apenas duas bolas, jogariamos a primeira bola e apés T/2 jogaria-
mos a segunda bola.

Como temos cinco bolas, jogariamos a primeira, apos T/5 jogariamos a segunda,
apos T/5 jogariamos a terceira, apds T/5 jogariamos a quarta e finalmente apés
T/5 jogariamos a quinta bola. A seguir pegariamos a primeira que permaneceu
5T/5 no ar. Vamos chamar de At o intervalo entre a chegada de duas bolas, logo:

a=L=2
5 5

Considerando que o tempo de descida € o mesmo que o de subida, soltando uma
da bolas ela tera um movimento tal que:

2
h=9" 0 =2 g =2 P -031s
2 g 5\ g

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

22

Cap

Um projétil é atirado horizontalmente de uma arma que esta 45m acima de um solo
plano. A velocidade na saida do cano é 250m/s .

a) Por quanto tempo o projétil permanece no ar?
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h =45m
Vox = 250m/s 0
Voy =0 45
40 E——
ot? 35 N
y_yO:VOyt_7 30 N
> 25
20 \\
. N
ou seja: 1(5) N\,
gt® 5 N\
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X

t= /@ =3,03s
g

b) A gue distancia da arma, na horizontal, ele cai ao solo?

d=v,t=v, /@ =757,5m
g

c) Qual o mdédulo da componente vertical da velocidade, no instante em que atinge
o solo?

Vy = Voy - Ot = - gt = - 10.3,03 = -30,3m/s

v =,V +v? =25182m/s

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicédo

30 |Uma pedra é lancada para o alto de um penhasco de altura h , com uma velocidade
inicial de 42m/s e uma angulo de 60°, acima da horizontal. A pedra cai 5,55 apés
o langamento. Calcule:

a) Calcule a altura h do penhasco.

Vo = 42m/s ®
6 = 60° 0
t=5,5s & ~ A
0 0 /
Voy = Vo Sen60° = 36,37m/s /
Vox = Vo c0s60°% = 21m/s A /
o) H
gt 20 h
Y =Y SVo,t == /
- Y 2 0| /
ou seja: . v v
e 0 10 20 3 4 5 6 70 8 9 10 10 12
h-0=v,t- 5 X

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 12
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Usando os valores das variaveis, encontramos a altura do penhasco:
h=51,81m
b) A velocidade da pedra imediatamente antes do impacto no penhasco.
Vy = Voy - gt 0 vy=-17,53m/s
Vx = Vox = 21m/s
v =217 -1753f)m/s
c) A altura méxima H acima do nivel do solo.

Na posi¢cédo da altura maxima a componente vertical da velocidade sera nula:

2 2 —_ _ng —
Vig =Vo, -20H =0 0O H=—=6748m
29

Poderiamos ainda calcular quanto tempo T foi necessério para o projétil chegar
até a altura maxima e qual o valor da componente Xy :

=V, -gT=0 0 T="2=37
VHy _VOy g - - g ]

XH=Vox I = 77,91m

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

14
41 T ————

12
- - - . / .
Com que velocidade inicial um 10 X .

jogador de basquete deve lancar / 6 A
a bola, num angulo de 8, = 55° | .. ( =
6

acima da horizontal, para fazer a y
cesta, conforme a figura ao lado? 4

21Ye

oY A 4

6 = 55°

Yo = 7pés =2,1m
y=10pés=3m
Xo = 0

X = 14pés = 4,26m

X =X, =V,,t

_ gt

Y Y, —VOyt‘T
Vv, =V, —gt

2

z=vg -29(y-v,)

0 I O

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 13
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Da primeira equacdo da esquerda encontramos que t = x / vox , € aplicamos esse
resultado na segunda equacéo:

_.. Hx __v,senf, g x?
Y =Yo =V, =X -3
“H,, 2 H/Ox v,cosf, 2vicos’0,

2

gx
2cos? 6, [x tan@, - (y _yo)]

ou seja:

\

=52,17

2
0

Vo =7,22m/s

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

47 |Uma bola rola, horizontalmente, do alto de uma escadaria com velocidade inicial de
1,5m/s . Os degraus tém 20cm de altura por 20cm de largura. Em qual degrau a
bola bate primeiro?

h=d=0,2m 0
Vox = 1,5m/s
- no
6 =0 -0,2
Yreta = - X >-0.4
_ g 2 0,6
Yiea = (tan@, X - —— X :
e = 1200, 2(v, cos8, )

-0,8

X
- Eg
ybola - Vg %2

NGs iremos determinar o degrau onde a bola vai bater primeiro, encontrando
0 ponto onde a reta cruza com a parabola, num ponto xg , onde:

. 2v?
=- 92 Z ouseja: x. = Yo =0,45m
Vo g

Essa distancia xg seré equivalente ao n-ésimo degrau, onde:

2 2
2v, —nh O n= AV
g gh

=2,29 O 3%°degrau

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 14
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Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

49 |Um avido mergulhando num angulo de 53° com a vertical a uma altitude de 730m

lanca um projétil, que bate no solo 5s depois de ser langado.

a) Qual a velocidade do aviao?

a0
2 T'D:l h
Vot = o _h= (-v, cos@, )t !
2 a0 ™,
0.“
D_git 5:':' v "e
v,=1 2 =p0188mis | =™ °

0

cosf, 1m0

b) Que distancia o projétil per-
correu, horizontalmente, du- 10

rante o seu voo?

d=v,t=v,tsenf, =806,14 R N

c) Quais eram as componentes horizontal e vertical de sua velocidade no instante

em que caiu no solo?
vV, =V, =V,senf, =161,22m/s

vV, =V,, —gt =-v,cosf, —gt=-121,49 - 49,00 = 170,49m/s

y

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

72 |Uma pedra, presa a um corddo de 1,5m de comprimento, é girada por um menino,

fazendo um circulo horizontal a 2m acima do solo.

circular?

Quando o cordao arrebenta, a pedra é lancada horizontalmente, caindo ao solo 10m
adiante. Qual era a aceleracdo centripeta da pedra enquanto estava em movimento

Yo=h=15m o

y=0
r=1m
Xo=0 =

x=d=9m T~

>1 \

X=X, =V,,t \
gt* 05

Y-Y, :VOyt_T
Vv, =V, —gt

2

0 B

y =V§y‘29()"yo) 0 2 4 6 8

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br
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Usando o conjunto de equacdes acima para esses problema, encontramos a veloci-
dade de langcamento da pedra:

= v, t
o) g2 0 t=/N=9 gy =d/9 =1626mis
éq: 2 g VOx 2h

Mas enquanto a pedra estava presa, ela descrevia um movimento circular e uniforme
com aceleracao dada por:

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

80 | A neve cai, verticalmente, com uma velocidade constante de 8m/s . O motorista de
um carro, viajando em linha reta numa estrada com uma velocidade de 50km/h , vé
os flocos de neve cairem formando um angulo com a vertical. Qual o valor deste an-
gulo?

<

v =8m/s v l l l l v’
u = 50km/h = 13,89m/s

<y

Onde v ¢é a velocidade da neve caindo observada em um referencial fixo na estra-

da, u ¢é a velocidade do referencial mével em relacéo a estradae V' é a velocida-

de da neve caindo observada pelo referencial mével. Em termos vetoriais, teremos:
V=vV'+u

Como neste caso especifico os vetores v e U formam um angulo reto:

v' =4v? +u® =16,02m/s

tan@=2=173 7 6=60°
Vv

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 16
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Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

83 |Um trem viaja em direcdo ao sul a 30m/s (em relagdo ao solo), sob uma chuva que

esta caindo, também em direcdo ao sul, sob a acdo do vento. As trajetérias das gotas
de chuva formam um angulo de 22° com a vertical, conforme registrado por um ob-
servador parado no solo. Entretanto, um observador no trem vé as gotas cairem
exatamente na vertical.

Determine a velocidade da chuva em relacéo ao solo.

V=Vv'+u

u=vsenf 0O v= u = 80,08m/s
sené@

- AN e lB,

Capitulo 4 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

88 |Uma mulher pode remar um bote a 6,4km/h , em agua parada.

a)

b)

Cap 04

Se ela atravessar um rio com uma correnteza de 3,2km/h , em que direcdo deve
aprumar o bote, para alcancar o local diretamente oposto ao seu ponto de parti-
da?

Vp = 6,4km/h
v, = 3,2km/h
cos@ :—’,22—0,5 O 6=60°
v, 64

Se orio tiver 6,4km de largura, quanto tempo levara para atravessa-lo?

| =6,4km
Vp =V, SenB

[ =wvyt

| 64

t = - =
v,senf 6,4.sen60°

= 1,15h = 1h 09min

I
Vb
Suponha que, em vez de atravessar o rio, ela reme 3,2km rio abaixo, e depois
volte ao ponto de partida. Qual o tempo gasto nesse percurso?

romero@fisica.ufpb.br 17
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d = 3,2km

As velocidades contra a correnteza Vap
e a favor da correnteza Vp, sao defini-
das como:

Vab = Vb - Vy
Vba = Vb + V;

Como 0s movimentos tém velocidades constantes:
d = Vab tab e d = Vba tba Onde t = tab + tba

d(\/ab +Vba) —_ 2Vll)2d

i i =— 5 = 1'34h
V., V. V.V, V) -V

d) Quanto tempo levaria se tivesse remado 3,2km rio acima e, depois, voltasse ao
ponto de partida?

O mesmo do item anterior

e) Em que direcdo deveria aprumar o barco, se quisesse atravessar o rio no mais
curto intervalo de tempo possivel? Qual seria esse tempo?

| = 6,4km
vy~ = 6,4km/h
v; = 3,2km/h

d=wvpt

onde d é a distancia a ser percorrida
pelo barco na travessia do rio.

Para calcular o extremo (minimo, neste caso) do tempo em relagdo ao angulo de
inclinagéo do barco teremos:

ﬂ:—l_l COSZB =0 O BM :E
dg v, sen 3 2

Cap 04 romero@fisica.ufpb.br 18
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Prof. Romero Tavares da Silva

05. Leis de Newton

No nosso dia a dia encontramos objetos que se movem e outros que permanecem
em repouso. A primeira vista, parece que um corpo estad em repouso quando ndo existem
forcas atuando nele, e inicia 0 movimento quando uma forca comeca a atuar sobre si.

No desenrolar deste capitulo vamos ver o quanto essas aparéncias se aproximam
ou se afastam da realidade.

Onde estéo as forcas?

Gravidade

As coisas caem porque sdo atraidas pela Terra. H4 uma for¢ca que puxa cada ob-
jeto para baixo e que também é responsavel por manter a atmosfera sobre a Terra e tam-
bém por deixar a Lua e os satélites artificiais em Orbita. E a chamada forca gravitacional.
Essa forca representa uma interacéo existente entre a Terra e 0s objetos que estao sobre
ela.

Sustentacéo

Para que as coisas nao caiam € preciso segura-las. Para levar a prancha o garotédo
faz forca para cima. Da mesma forma, a cadeira sustenta a mocga, enquanto ela toma sol.
Em cada um desses casos, ha duas for¢cas opostas: a forca da gravidade, que puxa a
moca e a prancha para baixo, e uma forca para cima, de sustentacao, que a mao do sur-
fista faz na prancha e a cadeira faz na moca. Em geral, ela € conhecida como forca nor-
mal.

Na agua

A agua também pode sustentar coisas, impedindo que elas afundem. Essa intera-
¢do da agua com os objetos se da no sentido oposto ao da gravidade e é medida através
de uma forca que chamamos de empuxo hidrostatico. E por isso que nos sentimos mais
leves quando estamos dentro da agua. O que sustenta bal6es no ar também € uma forca
de empuxo, igual a que observamos na agua.

No ar

Para se segurar no ar o passaro bate asas e consegue com que 0 ar exerca uma
forca para cima, suficientemente grande para vencer a forca da gravidade. Da mesma
forma, o movimento dos avifes e o0 formato especial de suas asas acaba por criar uma
forca de sustentacdo. Essas forgcas também podem ser chamadas de empuxo. Porém,
trata-se de um empuxo dinadmico, ou seja, que depende de um movimento para existir. As
forcas de empuxo estatico que observamos na agua ou no caso de balbdes, ndo depen-
dem de um movimento para surgir.

As formas pelas quais 0s objetos interagem uns com 0s outros sdo muito variadas.
A interacdo das asas de um passaro com o ar, que permite o voo, por exemplo, é dife-
rente da interacao entre uma raquete e uma bolinha de pingue-pongue, da interacao entre
uma lixa e uma parede ou entre um ima e um alfinete.

Isaac Newton, o famoso fisico inglés do século XVIII, conseguiu elaborar leis que
permitem lidar com toda essa variedade, descrevendo essas interagdes como forgas que
agem entre os objetos. Cada interacdo representa uma forca diferente, que depende das
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diferentes condicbes em que o0s objetos interagem. Mas todas obedecem aos mesmos
principios elaborados por Newton, e que ficaram conhecidos como Leis de Newton.

Leituras de Fisica - MECANICA - Capitulo 12
GREF - Grupo de Reelaboracéo do Ensino de Fisica
Instituto de Fisica da USP - junho de 1998

Primeira Lei de Newton

Antes da época de Galileu a maioria dos filésofos pensava que fosse necessaria
alguma influéncia ou forca para manter um corpo em movimento. Supunham que um cor-
po em repouso estivesse em seu estado natural. Acreditavam que para um corpo mover-
se em linha reta com velocidade constante fosse necesséario algum agente externo empur-
rando-o0 continuamente, caso contrario ele iria parar.

Foi dificil provar o contrario dada a necessidade de livrar o corpo de certas influén-
cias, como o atrito. Estudando o movimento de corpos em superficies cada vez mais pla-
nas e lisas, Galileu afirmou ser necessaria uma forca para modificar a velocidade de um
corpo mas nenhuma forga é exigida para manter essa velocidade constante.

Newton enunciou que: "Um corpo tende a permanecer em repouso ou em Mmovi-
mento retilineo e uniforme, quando a resultante das for¢cas que atuam sobre si for nula".

Sejam If1 e If2 as forcas que atuam

num corpo. A resultante das forcas F serd
a soma vetorial das forcas que atuam nesse
corpo: =

T

F,+F, =F =0

Quando a resultante for nula o corpo
permanecera em repouso ou se deslocara
com movimento retilineo e uniforme.

Segunda Lei de Newton

Newton enunciou que: "A resultante das for¢cas que atuam sobre um corpo é igual
ao produto da sua massa pela aceleracdo com a qual ele ird se movimentar".

— — —

Sejam F , F, e F, as forcas que
atuam sobre um corpo de massa m . A re-

sultante das forgas F serd a soma vetorial
das forcas que atuam nesse corpo, logo:

T

—

F,+F,+F, =F =ma
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Terceira Lei de Newton

Uma forca € apenas um aspecto da interagdo mutua entre dois corpos. Verifica-se
experimentalmente que quando um corpo exerce uma forca sobre outro, o segundo sem-
pre exerce uma forga no primeiro.

Newton enunciou que: "Quando um corpo exerce uma forca num segundo corpo,
este Ultimo reagira sobre o primeiro com uma for¢ca de mesma intensidade e sentido con-
trario".

Vamos considerar um corpo sobre
uma superficie horizontal plana e lisa, e
preso a esse corpo esta uma vareta rigida.

Uma forca F, é aplicada na vareta, =
essa forca se transmite até o corpo dﬁe E
modo que a vareta exerce uma forca F,
sobre 0 corpo e esse corpo reage a acao da

— —

T

vareta exercendo sobre ela uma forca F,

com mesmo moédulo que F, mas com sen-
tido contrario.

—

F, e If2 sao forcas de acéo e reacao.
Aplicacdes das Leis de Newton

Exemplo 5-6  Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo

A figura ao lado mostra um bloco (o blo- M
co deslizante) de massa M = 3,3kg . Ele
se move livremente sem atrito, sobre
uma fina camada de ar na superficie ho-
rizontal de uma mesa.

O bloco deslizante estd preso a uma
corda que passa em volta de uma polia
de massa e atritos despreziveis e tem,
na outra extremidade, um segundo bloco
(o bloco suspenso) de massa m = 2,1kg.
O bloco suspenso, ao cair, acelera o
bloco deslizante para a direita.
Determine:

a) A aceleracao do bloco deslizante.
Usando a segunda Lei de Newton,

para cada um dos corpos, teremos
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para o corpo deslizante:

e para 0 corpo suspenso:

Como os dois blocos estdo presos por uma corda suposta inextensivel e de
massa desprezivel, eles terdo (em médulo) as mesmas velocidades e acelera-
coes.

A=a
Além disso, a tensdo se transmitira integralmente através da corda:

T=T

Para o corpo deslizante a Lei de Newton toma a forma escalar:

N-P=0
T =Ma
e para o segundo corpo:
p-T=ma

Somando as duas ultimas equacdes, encontramos:

p=mg=M+m)a

a=0-"_Hy=2381ms?
m+M[

ou seja:

A aceleracao do bloco suspenso

Como ja foi mencionado, os dois bloco tém a mesma aceleragdo, em modulo:

a= BLEQ = 3,81m/s?

m+M
A tensdo na corda

Foi mostrado que:

T =Ma
logo:
T=H™ H 12578
m+M[O
romero@fisica.ufpb.br 5
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Exemplo 5-8  Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo

A figura ao lado mostra um bloco de
massa m = 15kg suspenso por trés cor-
das. Quais as tensdes nas cordas?

o, = 28°
6, = 47°

O peso P do bloco é transmitido pela
corda para o n6, de modo que Fz3=P.

Como o no esta em repouso, a resultante
das forcas que atuam nele € nula.

Como a resultante € nula, obviamente a
soma das componentes vertical e hori- ~

zontal das forcas também sera nula. F,
F1sen6, + F,sen6, - F3=0
-F1cos6, + F,cos6, =0
Da ultima equacgéo temos:
cosf
F, =F, L
coso,
e usando este resultado na primeira, temos:
0 cos@ 0 [sen6, cosO, +cosO, senb, UJ sen(@, +6
F, =F,(senf, + tsenf,=F, ! : ! 2= Fl—(1 .)
0] cosé, 0 0O cosé, 0] cosé,
ou seja:
cos6
F,.=F 2_<=103,79N
"7 sen(p, +6,)
e
cos@
F,=F t+=134,37N

* *sen(g, +6,)
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Exemplo 5-9  Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicio
A figura ao lado mostra um bloco de
massa m = 15kg seguro por uma corda,
sobre um plano inclinado sem atrito.

Se 6=27°, qual a tens&o na corda?

Qual forca é exercida pelo plano sobre o
bloco?

N+P+T =0

N-Pcosf=0 y
T-PsenB=0

A forca exercida pelo plano sobre o bloco
é a forca normal N:

T=Psen6=9,8.15.sen27°
T = 66,73Newtons

N=Pcosf=9,8.15.cos27°
N = 130,97Newtons

Exemplo 5-10 Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo

A figura ao lado mostra um bloco de
massa m = 15kg , sobre um plano incli-
nado sem atrito.

Se 6=27°, qual a aceleracéo do bloco?

N+P=ma
P sen6=ma
N - P cos6=0 y
logo:
a=gsend

a=98.sen27°

a = 4,45m/s?
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Exemplo 5-11 Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo

A figura ao lado mostra dois blocos ligados por uma
corda, que passa por uma polia de massa e atritos
despreziveis. Fazendo m=1,3kg e M = 2,8kg ,
determine a tensdo na corda e o modulo da acele-
racao (simultdnea) dos dois blocos.

Para o corpo da esquerda, temos a equacao:

F,+p=ma O F,-p=ma .

e para o corpo da direita:
F,+P=MA O P-F,=MA

A corda € considerada inextensivel portanto o0s
corpos terdo a mesma aceleracao (em maodulo).

a=A
A corda também é considerada de massa despre-
zivel, logo:
Fio=Fa=F

As equacdes terdo a forma:

F-p=ma

P-F=Ma
Somando as equacdes:

P-p=(M+m)a

HMEQ = 3,41m/s?

a=
M +m[J

Como p=mg e P=Mg

De uma equacéo anterior, temos:

M+m)+(M—m)
M+m

F=p+ma logo F:mg+mHMEg:mg
M +m[ d

F=H2™ H - 16 50N

M +m[

Cap 05 romero@fisica.ufpb.br
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

16 |Um mobile grosseiro pende de um teto com duas pecas metdlicas presas por uma
corda de massa desprezivel, conforme a figura. S&o dada as massas das pecas.

a) Qual a tenséo na corda inferior?

m; = 3,5kg
m, = 4,5kg

Como o mébile esta em repouso, € nula
a resultante das forcas que atuam em
cada parte dele. Considerando a parte
inferior do mobile, teremos:

T,+P, =0
ou seja: -
T1-P1=0 0 Ti=P1=myg P,

T, =34,3N

b) Qual a tensdo na corda superior?

Considerando a parte superior do mobile:

T,+P,+T, =0
ou seja:
T3-Po-To=0 [ T3=Py+Ts
mas To=T,=P;
T3 =P+ P2 =(m1 + my)g

T3=78,4N

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

40 | Dois blocos estdo em contato sobre uma
mesa sem atrito. Uma forga horizontal é
aplicada a um dos blocos como mostrado
na figura ao lado.

T

a) Sem;=23kg,m;=12kg e F=3,2N, determine a forga de contato entre os
dois blocos.

Cap 05 romero@fisica.ufpb.br 9
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Os blocos 1 e 2 movem-se como
um conjunto com aceleracdo a e a
resultante das forgas que atuam nes-
se conjunto € a forca externa F , que
obedece a equacéo:

T

—

F=(m,+m,)a Fau Fe
No entanto, podemos analisar os corpos como se cada fosse uma entidade inde-

pendente. Ambos estdo se movendo com aceleracdo a, logo:

—

F,=m,a 0O F,=m,a

%DDD
I

+F,=ma 0O F-F,=ma

As forcas F,, e F, s&o acdo e reacdo, logo F,, =- F,, , ou ainda: Fi, = Fo; .
Temos entao que:

a=— " =0091m/s?, logo F, = mz%% 1,09N
ml + m2 1 + m2

Mostre que se a mesma for¢ca F for aplicada em m, ao invés de m; , a forca de
contato € 2,1N, que ndo é o mesmo valor obtido em (a) . Explique a diferenca.

Neste caso temos: mi my

F,=ma 0O F,=ma

Encontramos que:

az— " =091mis?, logo F,, =m, F E: 2,10N
2

m, +m, ,Fm

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

45 |Um objeto esta pendurado numa balanga de mola presa a um teto de um elevador. A

a)

Cap 05

balanca marca 65N , quando o elevador ainda esté parado.

Qual a indicacao na balanca, quando o elevador estiver subindo com uma veloci-
dade constante de 7,6m/s ?

Vamos considerar T a indicacdo da balanca, e T
esse é o valor da forca vertical que suspende o
objeto. Temos entdo duas forgas atuando no
objeto: 0 seu peso e a tensao T. Quando o ele-
vador estiver em repouso ou com velocidade 5
constante, a resultante das forcas sera nula.

romero@fisica.ufpb.br 10
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Nessa situacdo, a balanca apresentara uma leitura T; , que é a mesma de quan-
do o elevador estava parado, e as for¢cas que atuam no objeto devem satisfazer a
equacao:

T,+P=0 O T,-P=0 O P=T;=65N

b) Qual a indicacdo na balanca quando o elevador, subindo com uma velocidade
de 7,6m/s , for desacelerado a razéo de 2,4m/s® ?

Neste caso, 0 objeto est4 acelerado, e portanto a equacao tem a forma:

T,+P=ma O P-T,=ma O T,=P-ma

T, = P%—EE: 49N
g

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

49 | Trés blocos estdo conectados, como
na figura ao lado, sobre uma mesa
horizontal sem atrito, e puxados para
a direita com uma forca T3=65N. Se
m1=12kg, m,=24kg e m3=31kg, cal-
cule:

a) A aceleracao do sistema.

As forcas horizontais que atuam
nos corpos estdo mostradas no
desenho ao lado.

Como as cordas de conexao ' '
entre o0os blocos tém massas T, T,
despreziveis T =T, e T, =T,".

A resultante de forgcas que atua neste conjunto € T3, logo:

- T3

T,=(m,+m, +m,)a ouseja a=—2>——=0,97m/s?
m, +m, +m,

b) Astensbes T, e Ts.

Para o corpo de massa m; temos:

T, =ma-= Eﬂ - m Ers = 11,64N
1

1
m, +m,
Para o corpo de massa m;, temos:

+T, =m,a [0 T-Ti=mpza O T,=T;+mya
Cap 05 romero@fisica.ufpb.br 11



Prof. Romero Tavares da Silva

T

H s
+m
’ ZHnl+m2+m3

E@ = 34,92N

ml
m, +m,

m, +m,
+m, +m,

T2 :ET]1

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

57

a) As forgas que atuam entre os elos adjacentes.

b)

Cap 05

No diagrama das forcas que atuam na F =
corrente ndo colocamos 0s pesos de
cada elo. 1
Vamos analisar a equacgao que relaciona
as forcas atuantes em cada elo: 2 c
2
Elo 5: ”21 ”34
Fsis-p=ma [J Fss=m(g+a) =1,23N 3
Elo 4: 4 F,
Fas-Fss-p=ma , E
5 43
mas Fss = Fss5, |OgOZ F54

Fs4 = F45 + m(g+a) = 2m(g+a) = 2,46N

Elo 3:
Fos - Faz-p=ma, mas Fs3 = F34, lOogo:

Fo3 = F34 + m(g+a) = 3m(g+a) = 3,69N
Elo 2:
Fi12-F32-p=ma, mas Fs; = Fz3, logo:

F12 = F23 + m(g+a) = 4m(g+a) = 4,92N

T

oL

A forca F exercida sobre o elo superior pela pessoa que levanta a corrente.

Elo 1:
F-Fa-p=ma,mas Fz =Fi, logo:

F = F1» + m(g+a) = 5m(g+a) = 6,15N
A forca resultante que acelera cada elo.

A forca resultante sobre cada elo é igual a ma = 0,25N

romero@fisica.ufpb.br
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Uma corrente formada por cinco elos, com massa de 0,100kg cada um, € levantada
verticalmente com aceleracdo constante de 2,5m/s®, conforme a figura.
Determine:
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58

a) Os mobdulos das aceleracdes de cada

Cap 05

Um bloco de massa m; = 3,70kg esta sobre um plano com 30° de inclinacdo, sem
atrito, preso por uma corda que passa por uma polia, de massa e atrito despreziveis,
e tem na outra extremidade um outro bloco de massa m;, = 2,30kg , pendurado verti-
calmente, como mostra a figura. Quais sao:

bloco?

Aplicando a segunda Lei de Newton para os dois corpos, teremos:

I}
I

0

1+ 1+N mlal

—

» TP,

—

m.a,

Oooog

Como os dois blocos estdo conectados por uma corda inextensivel, quando um
deles se deslocar de uma distancia As num intervalo de tempo At o outro se
deslocara da mesma distancia no mesmo intervalo de tempo, logo as suas acele-
racdes serdo as mesmas, em moédulo. Ou seja:

aj=a=a
Como a corda tem massa desprezivel, podemos mostrar que as tensdes sao
iguais, ou seja:

Ti=T=T
Vamos supor que o bloco de massa m, ira descer. Caso essa sSuposi¢cao nao
seja verdadeira a aceleracéo tera o sinal negativo. Para o primeiro bloco, temos
as seguintes equacoes:

N-P;cosf=0

T-Pysenf=m;a

romero@fisica.ufpb.br 13
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e para o segundo:
P,-T=mya
Somando as duas ultimas equagdes, encontramos:

P, -P1senf8=(m; +my) a

_Hn. —m, sené % = 0,735m/s>
H m,+m,

ou seja:

b) O sentido da aceleracdo de m; ?
Enquanto m; - m; sen@ >0 ndés teremos o corpo de massa m, descendo, e
guando a desigualdade for contraria ele subira. Se tivermos uma igualdade, os
dois corpos estardo em equilibrio.

c) Qual atensao na corda?

-m, senf
T:Pz—mza:ng—mzérnz L %
m, +m,

Cm,m, (L +sen8)0]
T=g um, 1+ sen )@ = 20,84N
o m+m, O

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

63

Um macaco de 10kg sobe por uma corda de massa desprezivel, que passa sobre o
galho de uma &rvore, sem atrito, e tem presa na outra extremidade uma caixa de
15kg que esta no solo.

a) Qual o modulo da acelera- T
¢do minima que 0 macaco
deve ter para levantar a cai-
xa do solo?

T' é a forca que o macaco

faz na corda. |-|-|-|-[Iﬂ-”-"

—

T e T' sao acao e reacao.

Aplicando a segunda Lei de Newton para o macaco:
T+p=ma O T-p=ma O T=mg+ma

A aceleragcdo minima ay que o macaco devera subir pela corda sera aquela tal
gque T~ é apenas igual ao peso do corpo P que esta no chao, deixando-o com
resultante nula. Desse modo:

Cap 05 romero@fisica.ufpb.br 14
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T=P=mg+may U may=Mg-mg
a, :BM_imEg:4,9m/s2
O m [

b) Se, apés levantar a caixa, 0 macaco parar de subir e ficar agarrado a corda, qual
sera a sua aceleracéao?

Neste caso teremos uma maquina de Atwood, como ja foi mostrado anterior-
mente, e 0 macaco subird acelerado enquanto o corpo descera. A aceleragcédo de

cada um sera:
BLEQ 1,96m/s® ; a <ay

M +m[J
c) Qual sera atensdo na corda?

T+p=ma O T-mg=ma

T= mg+mHL% mgBHM m

M+mi[] M+m[

T =H2™ H_1176N
Mm+MQ

Capitulo 5 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

70 |Um baldo de massa M, com ar quente, esta descendo verticalmente com uma ace-
leracdo a para baixo. Que quantidade de massa deve ser atirada para fora do baléo,
para que ele suba com uma aceleracdo a (mesmo moédulo e sentido oposto) ?
Suponha que a for¢a de subida devido ao ar (empuxo) nao varie em funcdo da mas-
sa (carga de estabilizacdo) que ele perdeu.

A equacao de movimento do ba- Antes Depois
l&o antes que ele atire fora uma

massa m, sera: E

E

E+Mg=ma
ou seja:
Mg-E=Ma - -
a a
E=M(g-a)

A equacdao depois de atirar, sera:

E+M-m)g=(M-m)a

Cap 05 romero@fisica.ufpb.br 15
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ou seja:
E-(M-m)g=(M-m)a

E=(M-m)(g+a)

Temos entao que:
E=M(g-a)=(M-m)(g+a)

De onde encontramos que:
E\A
E +a

Cap 05 romero@fisica.ufpb.br
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06. Forca de atrito

Sempre que a superficie de um corpo escorrega sobre outro, cada corpo exerce
sobre o outro uma forca paralela as superficies. Essa forca € inerente ao contato entre as
superficies e chamamos de forca de atrito. A forca de atrito sobre cada corpo tem sentido
oposto ao seu movimento em relagéo ao outro corpo.

As forcas de atrito que atuam entre superficies em repouso relativo sdo chamadas
de forcas de atrito estatico, em contraposicao as forcas de atrito cinético que acontece
entre superficies que tém movimento relativo. Existe atrito entre superficies em repouso
guando acontece uma tendéncia ao movimento. Para um tijolo em parado numa ladeira,
h& uma tendéncia ao movimento, mas a forca de atrito entre as superficies em contato
mantém o tijolo em repouso.

A forca de atrito estatico maxima entre duas superficies sera igual a forca minima
necessaria para iniciar o movimento relativo. Iniciado o movimento, as forcas de atrito que
atuam entre as superficies usualmente decrescem, passando a atuar a forca de atrito ci-
nético, de modo que uma forga menor seré suficiente para manter o movimento.

Atrito

Algumas leis empiricas para o atrito estatico maximo entre superficies foram pro-
postas por Leonardo da Vinci (= 1500) tais como:

I. Sempre que a superficie de um corpo escorrega sobre outro, cada corpo exerce
sobre o outro uma forca paralela as superficies. Essa forca é inerente ao contato
entre as superficies e chamamos de forca de atrito. A forca de atrito sobre cada
corpo tem sentido oposto ao seu movimento em relagéo ao outro corpo.

il. A forca de atrito estatico maxima entre duas superficies sera igual a forca minima
necessaria para iniciar o movimento relativo.

iii. Iniciado o movimento, as forcas de atrito que atuam entre as superficies usual-
mente decrescem, pois entra em acéo a forca de atrito cinético, de modo que uma
forca menor sera suficiente para manter o movimento.

Iv. A forca de atrito independe da area de contato entre o corpo e a superficie que o
suporta. Quanto maior a area de contato menor a pressdo que 0 COrpo exerce So-
bre a superficie. Esse fato significa que a forca necessaria para arrastar um tijolo
metalico sobre uma mesa metélica € a mesma, ndo importando qual a face do tijolo
esteja em contato com a mesa. Podemos entender esse resultado considerando
gue a area microscopica de contato sera a mesma em ambas as situacoes.

V. A forca de atrito é proporcional a forca normal que a superficie exerce sobre o cor-

po considerado. A normal é proporcional a quantidade de microsoldas que existirao
entre as superficies.
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Entre tapas e beijos

Na Fisica, a idéia de contato esté relacionada a interagdo que surge quando obje-
tos se tocam. Podemos entender essa idéia se pensarmos em nosso proprio corpo. Ele
esta equipado para sentir estas interagdes, que podem se manifestar sob as mais dife-
rentes formas, produzindo uma grande variedade de sensacfes em nossa pele.

Uma boa bofetada, por exemplo, corresponde a uma interacdo entre a mao de
guem bate e a face de quem recebe, assim como um carinho. Do ponto de vista da Fisica
essas duas interacdes sdo de mesma natureza. Uma diferenca basica entre elas € a in-
tensidade da forga aplicada: um tapa, em geral, significa uma forca muito mais intensa do
gue um carinho.

Porém ha outra diferenca importante entre o tapa e o carinho: a direcdo da forca
aplicada. Em um tapa, a forca é na direcdo perpendicular a face da vitima e no carinho,
em geral, essa for¢a ocorre numa direcao paralela a pele. Essa distingdo também ocorre
em outras situacdes em que existe o0 contato entre os objetos. Em batidas, chutes, panca-
das, beijos, espetadas, ou mesmo simplesmente quando um objeto se apdia sobre outro,
temos forcas que agem na dire¢cdo perpendicular ou normal a superficie dos objetos por
isso sdo denominadas forcas normais. Em outros casos, a forca aparece na direcao pa-
ralela & superficie. E o0 que ocorre em situagbes como arranhdes, raspadas, esfregadas,
deslizamentos, etc. Em geral, essas for¢cas recebem o nome de forcas de atrito.

Portanto, os efeitos das forcas de contato entre objetos dependem da maneira
como sao aplicadas, paralela ou perpendicular a superficie. Mas nao é so isso que influi.
Também sado importantes: a intensidade da forca, as caracteristicas dos objetos e de suas
superficies, e o tempo em que eles permanecem em contato. Uma for¢ga muito normal

Como vimos, as forcas normais de contato aparecem quando um corpo toca outro.
Um chute em uma bola, um cutucdo, uma pedra atingindo uma vidraca séo exemplos de
interacdes nas quais ocorre esse tipo de forca. Em todos esses exemplos é facil perceber
a presenca da forca, pelos efeitos evidentes que ela produz. Mas as for¢gas normais de
contato também aparecem em situacdes onde sua presenca ndo € tao visivel. Quando
algum objeto ou pessoa, se apdia sobre uma superficie, ela for¢a esta superficie para bai-
x0. Por outro lado, a superficie sustenta a pessoa aplicando em seus pés uma forca para
cima: essa € a forga normal.

As forgcas sempre causam alguma deformacdo nos objetos, que dependendo de
suas caracteristicas podem sem temporarias ou permanentes. Vamos discutir essa ca-
racteristicas a partir de dois fendmenos fisicos bastante conhecidos, mas que em geral
sédo confundidos: a pisada na bola e a pisada no tomate. As diferencas observadas entre
as duas pisadas revelam as diferentes caracteristicas de cada material. As forcas aplica-
das provocam deformacdes na bola e no tomate. A bola volta ao normal apos a pisada, e
o tomate ndo. O material da bola é relativamente elastico, ou seja, as deformagdes soffri-
das por ela no momento da pisada sao temporarias. Quando as forcas cessam, sua ten-
déncia é retornar a forma original. Quanto ao tomate, podemos dizer que € quase com-
pletamente inelastico, uma vez que a deformacao por ele sofrida é permanente. Pense
em outros exemplos de materiais elasticos e inelasticos.
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Nem sempre é facil dizer o que é ou nao € elastico. Na realidade, ndo ha um objeto
gue seja totalmente elastico ou inelastico. Algumas bolas sofrem deformacgdes perma-
nentes depois de muitas pisadas, perdendo sua forma. Por outro lado, mesmo um tomate
tem sua elasticidade: uma apertadinha bem leve |he provoca uma pequena deformacéao,
que desaparece assim que o0 soltamos.

O atrito ao microscopio

O atrito esta presente em diversas situacdes do nosso dia-a-dia. Ele surge sempre
gue tentamos deslizar uma superficie sobre outra. Ao passar a mdo na cabec¢a de um ca-
chorro, ao apagar uma bobagem escrita na prova ou ao lixar uma parede, a for¢a de atrito
€ a personagem principal. Quanto mais asperas as superficies, maior o atrito entre elas:
arrastar um movel sobre um carpete € bem diferente do que sobre um piso de ceramica.

Em determinadas situacdes € fundamental que o atrito seja 0 menor possivel,
como no caso da patinagdo no gelo, onde os movimentos ocorrem gragas ao reduzido
atrito entre as laminas dos patins e a superficie do gelo. O peso do patinador, concentra-
do todo nas laminas, exerce uma pressao sobre o gelo derretendo-o e formando uma pe-
guena camada de agua entre as laminas e a superficie do gelo. Dessa forma o atrito tor-
na-se muito pequeno, facilitando o movimento do patinador.

Mas se em muitos casos o atrito atrapalha, em outras situacdes pode ser total-
mente indispensavel. E ele que garante que ao empurrarmos o chdo para tras seremos
impulsionados para frente. Sem atrito, ficariamos deslizando sobre 0 mesmo lugar. A tiri-
nha abaixo ilustra bem uma situacéo onde o atrito faz falta.

Mesmo objetos aparentemente lisos, como um vidro, uma mesa envernizada ou a
superficie de um automdével, possuem muitas saliéncias e "buracos" no nivel microscopi-
co. Quando um objeto é colocado sobre uma superficie (um tijolo sobre a mesa, por
exemplo), ele tem na verdade, somente alguns pontos de contato com ela, devido a essas
saliéncias.

Uma teoria que explica a existéncia do atrito afirma que nos pontos onde as salién-
cias se justapdem, ocorrem fortes adesdes superficiais, semelhante a uma espécie de
solda entre os dois materiais. Desse modo a forca de atrito esta associada a dificuldade
em romper essas soldas quando um corpo é arrastado sobre o outro. Durante o movi-
mento, as soldas se refazem continuamente, em novos pontos de contato, de forma que
durante o arrastamento existe sempre uma forca de resisténcia ao movimento: é a forca
de atrito. Para ter uma idéia de como essas soldas ocorrem imagine o que acontece
guando vocé senta no banco de um 6nibus. O atrito entre sua calga e o banco, poderia
ser representado, a nivel microscopico, da seguinte forma: Essa teoria das soldas nos
permite entender o efeito dos lubrificantes que tém a funcdo de diminuir o atrito, ao preen-
cher as reentrancias existentes entre as superficies e dificultar a formacdo das soldas.
Vistas de perto, as superficies mais lisas sdo cheias de imperfeicbes O atrito ao micros-
copio
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Uma formula para a forgca de atrito

Na ultima festa junina ocorrida na sua escola, o professor de Fisica, meio alterado
ap6s o arduo trabalho na barraquinha do quentéo, decide comprovar algumas teorias fisi-
cas para uma platéia estarrecida. Sua facanha: subir no pau-de-sebo. Para diminuir o ve-
xame, que sugestdes vocé daria para aumentar a for¢a de atrito e facilitar a escalada do
mestre?

Em primeiro lugar, provavelmente vocé ir4 sugerir ao professor que agarre bem
forte no pau de sebo. Com isso vocé estarad garantindo que a forca normal seja grande, o
gue ira causar maior atrito. Mas também € possivel tentar alterar um pouco os materiais
em interagao, talvez passando areia na roupa e na mao. Ou seja, estamos sugerindo um
coeficiente de atrito maior.

Uma maneira matematica de expressar essas possibilidades é através da seguinte for-
mula:

Fatrito = U Fnormal

A letra grega u indica o coeficiente de atrito entre as superficies (aquela histéria
da areia) e Frhoma indica o valor da forca normal entre as duas superficies, quer dizer, a
agarrada forte que o professor deve dar. Pela férmula, vocé pode ver que quanto maior
forem esses maior sera o atrito.

Leituras de Fisica - MECANICA - Capitulo 16
GREF - Grupo de Reelaboracéo do Ensino de Fisica
Instituto de Fisica da USP - junho de 1998

Si no Existiera Rozamiento

Ya hemos visto lo diversas e inesperadas que son las formas en que se manifiesta
el rozamiento anuestro alrededor. El rozamiento toma parte muy importante incluso alli
donde nosotros ni lo sospechamos. Si el rozamiento desapareciera repentinamente,
muchos de los fendmenos ordinarios se desarrollarian de formas completamente distintas.

El papel del rozamiento fue descrito de una manera muy pintoresca por el fisico
francés Guillaume: "Todos hemos tenido ocasion de salir a la calle cuando ha helado.
ICuanto trabajo nos ha costado evitar las caidas! jCuantos movimientos coOmicos tuvimos
que hacer para poder seguir en pie! Esto nos obliga a reconocer que, de ordinario, la
tierra por que andamos posee una propiedad muy estimable, gracias a la cual podemos
conservar el equilibrio sin gran esfuerzo. Esta misma idea se nos ocurre cuando vamos en
bicicleta por un pavimento resbaladizo o cuando un caballo se escurre en el asfalto y se
cae. Estudiando estos fendmenos llegamos a descubrir las consecuencias a que nos
conduce el rozamiento. Los ingenieros procuran evitar el rozamiento en las maquinas, y
hacen bien.

En la Mecénica aplicada se habla del rozamiento como de un fenédmeno muy
pernicioso, y esto es cierto, pero solamente dentro de los limites de un estrecho campo
especial. En todos los demas casos debemos estar agradecidos al rozamiento. El nos da
la posibilidad de andar, de estar sentados y de trabajar sin temor a que los libros o el
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tintero se caigan al suelo o de que la mesa resbale hasta toparse con algun rincén o la
pluma se nos escurra de entre los dedos. El rozamiento es un fendmeno tan difundido
gue, salvo raras excepciones, no hay que pedirle ayuda; él mismo nos la ofrece. El
rozamiento da estabilidad. Los albafiles nivelan el suelo de manera que las mesas y las
sillas se quedan alli donde las ponemos. Si sobre una mesa colocamos platos, vasos,
etc., podemos estar tranquilos de que no se moveran de sus sitios, a no ser que esto
ocurra en un barco cuando hay oleaje.

Imaginémonos que el rozamiento se puede eliminar por completo. En estas
condiciones, los cuerpos, tengan las dimensiones de una pefia o las de un pequefio
granito de arena, no podran apoyarse unos en otros: todos empezaran a resbalar o rodar
y asi continuaran hasta que se encuentren a un mismo nivel. Si no hubiera rozamiento, la
Tierra seria una esfera sin rugosidades, lo mismo que una gota de agua." A esto podemos
afiadir, que si no existiera el rozamie nto los clavos y los tornillos se saldrian de las
paredes, no podriamos sujetar nada con las manos, los torbellinos no cesarian nunca, los
sonidos no dejarian de oirse jamas y producirian ecos sin fin, que se reflejarian en las
paredes sin debilitarse.

Las heladas nos dan siempre buenas lecciones de la gran importancia que tiene el
rozamiento. En cuanto nos sorprenden en la calle nos sentimos incapaces de dar un paso
sin temor a caernos. Como muestra instructiva reproducimos las noticias que publicaba un
periodico en una ocasion (en diciembre de 1927): "Londres, 21. Debido a la fuerte helada,
el trafico urbano y tranviario se ha hecho muy dificil en Londres. Cerca de 1 400 personas
han ingresado en los hospitales con fracturas de brazos y piernas”. "Cerca del Hyde Park
chocaron tres automodviles y dos vagones del tranvia. Los automoviles resultaron
totalmente destruidos por la explosion de la gasolina ..." "Paris, 21. La helada ha
ocasionado en Paris y sus alrededores numerosos accidentes ..."

Y sin embargo, el hecho de que el hielo ofrezca poco rozamiento puede ser util
para fines técnicos. Un ejemplo son los trineos ordinarios. Otra demostracidbn aun mas
convincente son los llamados caminos de hielo, que se hacian para transportar los lefios
desde el lugar de la tala hasta el ferrocarril o hasta el punto de lanzamiento a un rio para
su transporte por flotacion. Por estos caminos (fig. 23), que tienen una especie de railes
lisos helados, un par de caballos puede arrastrar un trineo cargado con 70 toneladas de
troncos.

Fisica Recreativa Il

Yakov Perelman
Capitulo Segundo

Movimento circular e uniforme - Forca centripeta

Os corpos que se deslocam com movimento circular e uniforme tém em comum
uma aceleracdo da mesma forma - a mesma equacgao, independente da for¢ca que causa
este tipo de movimento.

Se o corpo tiver uma massa m e desenvolver uma velocidade v em um circulo de
raio r, a sua aceleracao centripeta sera:
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a

C

;

e a forca associada a essa aceleracao terd a forma:

A forca centripeta ndo tem origem fisica, mas é uma caracteristica dos corpos que
se movimentam em trajetorias curvas.

Se a forca de interacao gravitacional mantiver um corpo de massa m; girando em
torno de um outro corpo de massa m, com velocidade v em um circulo de raio r, tere-
mos:

e a forca centripeta
2
Vv
r

Mas como a for¢ca gravitacional é quem mantém o movimento circular e uniforme,
temos que:

O mesmo poderia ser dito para o movimento de uma particula de massa ma e
carga Qa que gira em torno de outra particula de massa mg e carga Qg , com veloci-
dade V em um circulo de raio R sob a acéo da forca elétrica de interagdo entre essas
cargas, ou forca de Coulomb:

_ . Q.Q
F. = |;28
e a forca centripeta
v?
Fc =m, ?

Mas como a forca elétrica € quem mantém o movimento circular e uniforme, temos
que:

2
Fo=F O mo =k

E c AR R2
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

11 | Uma forca horizontal F = 12N comprime um bloco pesando P =5N contra uma pa-

a)

b)

rede vertical. O coeficiente de atrito estatico entre a parede e o bloco é . =0,60 e
o coeficiente de atrito cinético € . = 0,40 . Suponha que inicialmente o bloco esteja
em repouso.

y

O bloco se movera?

O bloco esta em repouso na
direcao horizontal, logo:

N = F = 12Newtons

A forga de atrito estatico ma-
xima € dada por:
Fa= e N=0,60.12 [ F,=7,2N

Como o peso do bloco € P =5N, menor que a for¢a de atrito estatico méaxima, o
bloco ndo se movera.

Qual a forca exercida pela parede sobre o bloco, em notacdo de vetores unitari-
0s?
A forca resultante exercida pela parede sobre o bloco sera a soma da forca nor-
mal com a forca de atrito. Mas F =12 , logo teremos que N =-12i . Como o
bloco ndo se move a forca de atrito € igual, em mddulo, ao peso do bloco, ou
seja:

F. =-12{ +5j

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

16 |Um aluno deseja determinar os coeficientes de atrito estatico e cinético entre uma

Cap 06

caixa e uma prancha. Ele coloca a caixa sobre a prancha e lentamente vai levantan-
do uma das extremidades da prancha. Quando o angulo de inclinacéo faz 30° com a
horizontal, a caixa comeca a deslizar, descendo pela prancha cerca de 2,5m em 4s.
Quais sao os coeficientes de atrito determinados?
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Enquanto a caixa estd em repouso temos em acao o atrito estatico, e ele vai aumen-
tando a medida que o angulo de inclinacdo da tabua aumenta. No limiar, quando ela

esta prestes a comecar o movimento, a for¢ca de atrito estatico maxima que é igual a
He N . Pela segunda Lei de Newton

P+N+F,. =0

Decompondo as forgas segundo 0s eixos cartesianos, encontramos

Psenf-Fxg=0
N-Pcosf=0
Eseng:FlilE:u;N 0 p. =tan6
cos
Como 6=230°:
g o=t
)

Quando o movimento se inicia o coeficiente de atrito diminui e passa de estatico para
cinético. A caixa passa a descer acelerada. Pela segunda Lei de Newton:

ma

P+N+F,
Decompondo as forgas segundo 0s eixos cartesianos, encontramos

N-Pcosf=0
P senf- F,c = ma

Usando a primeira equagéao, a forca de atrito pode ser expressa como:
Fac = ic N = = tic P cos@
Usando esse resultado na segunda equacao:
_ P sen@- uc P cosf=ma
ou seja:

a=g(senf- uccosh)
Para esse problema:

Vo=0
d=2,5m
t=4s
2
d :a; 0 a:f—?:g(sene—uccose)
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

21 | Um bloco desliza para baixo com velocidade constante sobre um plano com inclina-
cdo 6. Em seguida, é lancado para cima sobre o mesmo plano com uma velocidade
escalar inicial vo .

a) Que altura do plano alcancara antes de parar?

Bloco descendo Bloco subindo

Quando esta descendo o bloco tem Quando esta subindo o bloco tem velo-
velocidade constante, logo aceleracdo cidade variavel, logo aceleracdo nao
nula, portanto: nula, portanto:

N+P+F, =0 N +P +F, =ma

Decompondo segundo os eixos carte- Decompondo segundo 0s eixos carte-

sianos: sianos:

[Psenf-F, =0 [Psenf +F, =ma

O O

U U

HN—PCOSB:O HN—PCOSQ=O
Mas Fa = tuc N == pc P cos@ , logo ma = P sen6@ + ¢ P cos@

P senf@ = uc P cosé ma = P sen@ + tan@ P cosf
logo
Uc = tan@ a=2gsené

Como a desaceleracdo do bloco na subida ser4 a =2g senf :

2 2

vi=v;-2ad O d=Yo 0 g=_Yo
2a 4g senf

V2

h=dsen6 0O h=->-

49

b) Ele deslizara para baixo novamente? Justifique a sua resposta.

N&o! Como ele estava deslizando com velocidade constante na descida, a incli-
nacdo do plano era suficiente apenas para "compensar” o atrito cinético. Mas o
atrito estatico maximo é maior que o atrito cinético, logo ao parar (na subida) ele
permanecera parado.
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

22 |Uma caixa de 68kg é puxada pelo chdo por uma corda que faz um angulo de 15°

a)

b)

Cap 06

acima da horizontal.

Se o coeficiente de atrito estatico for e = 0,50 ,
gual a tensdo minima necessaria para iniciar o

movimento da caixa?

Vamos considerar que a forca de atrito estético
atingiu 0 seu maximo, a resultante das forcas _

gue atuam no corpo ainda é nula. Nesse caso: F. <
F+N+F, +P =0
a ﬁv
Considerando o eixo y: o
N+Fsenf-P=0 Ay
ou seja:
N=P-Fsenf ) N A )
Consid d [ i i
onsiderando o eixo X: -
Fcosf-F,=0 < Y >
ou seja:
Fa= e N =F cosé ~
logo: P Y
N = Fcosd =P -Fsenf
He
e finalmente
F= HP = 304,19N

" cos6 + U, send

Se o coeficiente de atrito cinético for y. = 0,35, qual a sua aceleracéo inicial?
Usando a segunda Lei de Newton:

F+N+F, +P =ma
Considerando o eixo y:

N+Fsenf-P=0
ou seja:

N=P-Fsenb
Considerando o eixo Xx:
F cosO-F,=ma
onde
Fa= U N=puP-u Fsenf
logo:
ma =F cosf + u. Fsenf - u. P

= %(cose + 1, senB)- u,g = 1,29m/s?

romero@fisica.ufpb.br
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

24 | Na figura a seguir, A e B s&o blocos com pesos de 44N e 22N, respectivamente.

a) Determine o menor peso (bloco C) que deve ser colocado sobre o bloco A para

Cap 06

Por outro lado:

impedi-lo de deslizar, sabendo-se que ue entre o bloco A e a mesa é 0,20.

N

P,

Para que nado exista movimento, a resultante de forcas que atuam nos blocos
devem ser nulas, e o atrito estético entre o bloco A e a mesa deve ser maximo:

O

IN-P, —-P. =0
0

[
|
|
|

+
=
+
+
+
1
o

U

>
(@]
[

0
H T-F, =0

P,+T'=0 O [P,-T'=0

I [

Como a corda que liga os blocos A e B tem massa desprezivel, temos que
T =T . Desse modo:

T:Fa:HEN:uE(PA‘l‘Pc)
T=T =Pg O T=Pg=pe(Pa+Pc)

P
P. =—%-P,=66N

C
E
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b) Se o bloco C for repentinamente retirado, qual sera a aceleragdo do bloco A, sa-
bendo-se que Lc entre A eamesaé 0,157

O ON-P, =0
N+T +P, +F, =m,a 0 B

E Q’—Fa=mAa

U

g Pe#T'=ma 0 [P, -T'=ma

O

Como a corda que liga os blocos A e B € inextensivel, a = a’, e desse modo:

%I’ -u.P, =m,a
[
H P, -T =m,a

Somando essas duas equacdes, encontramos:

Pe-HcPa=(ma+mg)a

- u.P
a= %% = 2.28m/s?

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

26 |Na figura a seguir um trabalhador cuidadoso aplica uma forca E ao longo do cabo ‘

de um esfregdo. O cabo faz um angulo 6 com a vertical, sendo LU e Lc 0S respec-
tivos coeficientes de atrito estatico e cinético entre o esfregdo e o chdo. Despreze a
massa do cabo e suponha que toda a massa m esteja no esfregao.

a) Qual ovalorde F, se o esfregdo se move pelo chdo com velocidade constante?

Ay
e.---
6. RN |
«— .
'Ea
AN
Como o esfregdo se move com aceleragéo nula:
[(N-P-Fcosf =0 0 N=P+Fcosf
F+P+F +N=0 O O 0 A
HFsenB—Fa:O H:a:ucN:FsenB
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Uc (P + Fcosf) =Fsenf

=g H
Hsen6 - pi. cos6

Mostre que se 6 é menor que um determinado valor 6y entéo E (ainda aplica-
da ao longo do cabo) é incapaz de mover o esfregdo. Determine 6 .

logo:

Suponhamos que ao aplicar uma forca F no cabo do esfregdo, passemos a va-
riar (aumentar) o angulo 6 até que a forca de atrito impeca o movimento. Este
angulo sera chamado 6 . Por maior que seja a forca externa F se 6 < 6 néo
existira movimento. As equacgdes serdo equivalentes as anteriores, considerando
agora o coeficiente de atrito estatico:

(N-P -Fcosf, =0 N =P +Fcosé,

0
F+P+F,+N=0 [ E 0 E
H Fsenf, -F, =0 H: = uN =Fsen§,

-0 e
Bsen 8, — 4. cosf,

Esse angulo 8, sera aquele tal que o denominador acima sera nulo, de modo
gue mesmo com uma forga externa F muito grande o esfregdo ainda permane-
cerd em repouso. Temos entdo que:

senf, —pu.cosf, =0 0O tanfB, =, 0O 6, =arctanpu,

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicéo |

31

O corpo B na figura pesa 102N e o corpo A pesa 32N . Os coeficientes de atrito
entre o bloco e o plano inclinado sdo . =0,56 e . =0,25.

a)

Cap 06

Determine a aceleracdo do sistema se
B estiver inicialmente em repouso.

6= 40°

Pg = 102N

PA = 32N

Ue = 0,56

Ue = 0,25
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Quando o sistema estiver parado, mas com tendéncia para que o bloco B se
mova para baixo.
TA:PA 0 TB:TA:PA

O bloco B so6 podera mover-se ao longo do plano inclinado, logo é nula a resul-
tante das forgas perpendiculares a esse plano que atuam nesse bloco. Ou seja:

N-Pgcos6=0 [J N=Pgcosf
Mas
Fa= Me N = He Pgs cosf

Afora a forca de atrito, existem outras for¢cas que atuam paralelamente ao plano
inclinado. Vamos chamar a resultante dessas forcas de F, portanto:

F =Pgsenf-Tg=Pgsend-Pa

essa forca puxard o bloco para baixo, e ele mover-se-4 quando F for maior ou
igual a forca de atrito estatico maxima:

Se F = g N acontecera movimento
Usando os valores dados no enunciado, encontramos que:
F=3556N e puzN=4375N
Concluséo: Se o conjunto, estiver parado, vai permanecer desse modo.

Determine a aceleracéo do sistema se B estiver movendo-se para cima no pla-
no inclinado.

Aplicando a segunda Lei de Newton para os dois corpos, teremos:

[}

s TPy *N+F, =m.a,

T,+P,=m

a

ooooQ

ATA

Como os dois blocos estdo conectados por uma corda inextensivel, quando um
deles se deslocar de uma distancia As num intervalo de tempo At o outro se
deslocara da mesma distancia no mesmo intervalo de tempo, logo as suas acele-
racdes serdo as mesmas, em modulo. Ou seja:
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ada=adg—=a
Como a corda tem massa desprezivel, podemos mostrar que as tensdes sao
iguais, ou seja:

TA = TB =T
Vamos supor que o primeiro bloco ir4 descer. Caso essa suposi¢cao nao seja ver-
dadeira a aceleracao tera o sinal negativo. Para o primeiro bloco, temos as se-
guintes equacdes:

N - Pgcosf=0
T-Pgsenf-F,=mga

onde F,= . N = . Pgcosf , e para o segundo corpo:

Pa-T=mpa

Somando as duas ultimas equacdes, encontramos:

Pa - Pg senf- . Pg cosf = (ma + mg) a

ou seja:
[m, —m_(senf + u_cosf )0
a=pg2 o He )[g = - 3,88m/s”
O m, +mg O

O resultado do célculo da aceleracao ser negativo indica que a suposi¢éo do cor-
po B subir € inconsistente, em outras palavras: ele ndo subira.

c) Determine a aceleracdo do sistema se B estiver movendo-se para baixo no pla-
no inclinado.

P

Esse problema é basicamente igual ao do item anterior, com a diferenca que a
forca de atrito aponta no sentido contrario. As equacdes vetoriais sdo as mesmas

+P, +N +F, =m,a,

T
0
4 T,+P,=m

AaA

As componentes sao:
N - Pgcos6=0

PgsenfB-F,-T=mga
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onde F,= . N = . Pgcosf , e para o segundo corpo:

T-Pa =maa

Somando as duas ultimas equacdes, encontramos:

Pg senf- . Pg cosO- Pa = (ma + mg) a

ou seja:
aQ= gna(sene - U, cos@)— m, Eg = +1.02m/s?
|:| mB + mA

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

35 |Dois blocos de massas m; = 1,65kg e m, = 3,30kg , deslizam para baixo sobre um

plano inclinado, conectadas por um bastdo de massa desprezivel com m; seguindo
m, . O angulo de inclinacdo é 6= 30° . O coeficiente de atrito entre m; e o plano é
U =0,226 e entre m, eoplanoé , =0,113. Calcule:

a) A aceleracao conjunta das duas massas.

Cap 06

Corpo 1 Corpo 2 o

T+P1+Fal+N1:mlé‘1 T’+P2+Fa2+N2:m2§'2
Como o bastéo € inextensivel as aceleracfes dos blocos sdo iguais, e como esse
bastdo tem massa desprezivel as forcas T e T tém mesmo modulo. desse

modo:
T+Pyisenf-Fa=mia -T+Pssenf-F,p=mya

N, -P1cos6=0 N, - P, cos6=0

T+ Pysenf-u; Prcos@=m; a
-T+P,senf- u, P, cosf=m; a

Somando essas duas equacdes, encontramos

(P1+P2)senf- (i P1+ 1 Py)cosf=(mp+my)a
ou seja:
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= 3,62m/s?
ml + m2 Eg

o = A, +m,)send - (um, + p,m, Jeoso O
0

b) A tensado no bastao.

Temos que:
T=mia- Pysenf+ u; P, cosf

e usando o resultado do célculo da aceleracdo, encontramos:

T =(u, -p,)-""2 g c0s6=1,05N
m, +m

1 2
c) Como ficariam as respostas a e b se as massas fossem invertidas?

Se nos resultado da aceleracdo trocarmos 1 por 2 aequacao ndo se modifica-
ra, e portanto ndo ir4 alterar o movimento com essa mudanca. No entanto a ten-
séo ira trocar de sinal, e isso significa que o bloco que empurrava ira puxar e
vice-versa.

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

36

Um bloco de massa m; = 4kg € colocado em cima de outro de massa m; = 5kg .

Para fazer o bloco de cima deslizar sobre o de baixo, que é mantido fixo, uma forca

horizontal de pelo menos T = 12N deve ser aplicada ao de cima.

O conjunto dos blocos é agora colocado sobre uma mesa horizontal sem atrito. De-

termine:

a) A forca horizontal maxima que pode ser aplicada ao bloco inferior para que ainda
se movimentem juntos.

Como foi mencionado, quando mantemos o bloco de baixo fixo, uma forga hori-
zontal de pelo menos T = 12N deve ser aplicada ao de cima, para que ele inicie
um movimento. Isso significa que a for¢a de atrito estatico maxima entre os dois
blocos tem esse valor.

Quando uma forca F menor que a limite, atuar no bloco de baixo, o conjunto se
movera com acelerado, logo:

F=(mp+my)a
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Os dois blocos interagem através da forca de atrito, de modo que essa é a Unica
forca horizontal que atua no bloco de cima, e portanto:

F
Fa=mya O a=-2
m

2

F= 1+m2%a: 1+mZEr:27N
m2 m2

b) A aceleracéo resultante dos blocos.

logo:

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

37 |Uma tadbua de 40kg estda em repouso sobre um assoalho sem atrito, e um bloco de
10kg esta colocado em cima da tabua. O coeficiente de atrito estatico g entre o

bloco e a tabua é 0,60 , enquanto o de atrito cinético uc € 0,40 . O bloco de 10kg
€ puxado por uma forca horizontal de 100N .

a) Qual a aceleracéao resultante do bloco?

F

A forga de atrito estatico maxima é:
Fae = e N = g Pp = 58,8N

Como a forca externa F = 100N a forca de atrito estatico ndo sera suficiente
para manter o bloco e a tdbua sem movimento relativo. A medida que o bloco
comeca a se mover, o atrito enter ele e a tabua passa a ser cinético:

Fac = Uc N = e Pp = 39,2

A resultante das for¢as que atuam no bloco é:
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— F-uP,
b mb
b) Qual a aceleracao resultante da tdbua?

= 6,08m/s?

A Unica forca horizontal que atua na tabua é F;” que é a reacdo a forca de atrito
gue atua no bloco, logo:

' P
F, =ma, 0O a, = M _ 0,98m/52
m

a 7t
t

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicéio |

39 |Uma caixa desliza para baixo através de uma calha de perfil de 90° , que esta incli-
nada de um angulo 6 em relacéo a horizontal, conforme mostra a figura. O coefici-
ente de atrito cinético entre elas é pc . Qual a aceleracdo da caixa em funcado de L,
beg?

\%\

N =N, +N,

Como é de 90° o angulo entre os vetores N, e N, , e como eles ttm 0 mesmo ‘

N = NZ+NZ =N_+2

0%

|'01

modulo:

Por outro lado:

|:lzae = l“lCNe

N N

D D Fa :Fae +Fad :l"lC(Ne +Nd):2/"lCNe :2/10_
_ V2

H:ad - HcNd

Fa = \/EUCN

Com essa ultima equagédo, temos um problema em trés dimensdes transformado em
um outro problema equivalente em duas dimensdes. Usando a figura acima da direi-
ta:
ON-Pcosf =0
N+P+F, =md O 0
HD senf -F, =ma
ma =mgsenf —-F, =mgsené@ - \/EHCN =mgsenf - \/Eucmg cosf

a= g(senH - \/E/JC Cose)
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

41 |Uma caixa de areia inicialmente em repouso, é puxada pelo chdo por uma corda

onde a tensdo ndo pode ultrapassar 1100N . O coeficiente de atrito estatico entre o
chdoeacaixaé 0,35.

a) Qual devera ser o angulo da corda em relagdo a horizontal, de forma a permitir

b)

Cap 06

puxar a maior quantidade de areia possivel?

A maior dificuldade sera colocar a caixa
em movimento. Devemos encontrar 0
angulo adequado para que a forca ex-
terna seja suficiente para equilibrar a

forca de atrito estatico maximo

Quando a caixa estiver prestes a se mover, a forga resultante ainda sera nula:

O Tcosf-F, =0
T+P+N+F, =0 0 0

E[sen9+N—P=0

UN _ Tcos6
P -Tsenf

R
N
Ue(P -TsenB)=TcosO8 [J P(O)=T(cosO+ ugsenb)/ue

dP _ T
d—Q:H—E(—sen9+chose):O O tan6, = u,

& = arc tan e = 19,29°
Qual o peso da caixa de areia nessa situagao?

P(6) = Tm ( cos8y + Ue senbo)/ug = 3329,77N

Grafico do peso maxi-
mo possivel de ser ar-
rastado pela corda, em
fungdo do angulo de
aplicacdo da forca ex-
terna.

romero@fisica.ufpb.br
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

47 |Se o coeficiente de atrito estatico dos pneus numa rodovia € 0,25, com que veloci-
dade maxima um carro pode fazer uma curva plana de 47,5m de raio, sem derrapar?

A resultante das forcas que atuam no corpo é:

[N-P =0
N+P+F =ma O -
HFa:ma

A forca resultante € a forca de atrito, pois na direcéo
vertical existe um equilibrio entre as forgcas que atuam

no carro. E é essa forga resultante que possibilita 0 corpo descrever uma trajetoria
circular com velocidade constante. Desse modo a forca de atrito sera a forca centri-
peta.

2

F,.=ma 0O u.mg = v

O v =,u.Rg=10,78m/s = 38,80km/h

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

51 |Uma curva circular de uma auto-estrada é projetada para velocidades de 60km/h .

a) Se oraio da curva é de 150m, qual deve ser o angulo de inclinagéo da rodovia?

Vamos considerar uma situacdo que envolva os dois itens, a estrada € inclinada
e tem atrito. O desenho da direita mostra a forca resultante, e como ja foi dito &
conhecida como forga centripeta. Usando a segunda Lei de Newton:
[Ncos8 -F,sen6-P =0
N+P+F, =ma O 0
HNsenQ +F,cosf =ma
Da primeira equacao da direita, encontramos que:

N = P
cosf - u. senf
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e usando esse valor na segunda equacao:

H P en9+/leH 0s6 =ma
H:ose - U, senf H:ose U senf

ou seja:
_[Bsené + . cosb Hue +tanb
E‘pos@ U, senb % - [, tanf@ %
ou ainda:
tang = 2 He9
g+Ha

Quando e =0, que é o caso do primeiro item, quando ndo existe atrito:

b) Se a curva nao fosse inclinada, qual deveria ser o coeficiente de atrito minimo,
entre 0s pneus e a rodovia, para permitir o trafego a essa velocidade, sem derra-
pagem?

Neste caso 6 =0 e portanto encontramos que:

p. =2 =0188
g

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

54 |Um péndulo cénico é formado por uma massa de 50g presa a uma corddo de 1,2m.
A massa gira formando um circulo horizontal de 25cm de raio.

a) Qual a sua aceleracédo?

m = 50g = 0,05kg
I=1,2m
r=25cm =0,25m

Usando a segunda Lei de Newton:

[T cos6-P =0 T 0
T+P=ma 0 0 g _Senv._ma
Tcosé mg
HTsenQ:ma

Cap 06 romero@fisica.ufpb.br 23
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ou seja:

a=gtanf =g '

b) Qual a sua velocidade?

V2

a=— 0O v:\/a_r:0,72m/s

r

c) Qual atenséo no cordao?

ma
senf

=ma—=0,499N

— = 2,08m/s?

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

57 |Um dublé dirige um carro sobre o alto de uma montanha cuja sec¢éo reta é aproxima-

damente um circulo de 250m de raio, conforme a figura a seguir. Qual a maior velo-
cidade que pode dirigir o carro sem sair da estrada, no alto da montanha?

Quando uma carro perde o contato com o solo a Unica forca que permanece atuando
nele é o seu peso. Mas quando ele esta prestes a perder o contato a forca normal ja
€ nula. Neste problema a trajetéria é circular e nessa situagao limite descrita pelo
enunciado a forga centripeta é o seu peso:

P=ma O mg=P=m' O v =24rg=49,49m/s = 178,19km/h
r

2

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

62 |Um estudante de 68kg , numa roda gigante com velocidade constante, tem um peso

a) Qual o seu peso aparente no ponto mais baixo?

Cap 06

aparente de 56kg no ponto mais alto.
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Nos pontos mais alto e mais baixo, a segunda Lei de Newton diz que:

2
-~ - - v
P+N=ma onde a=—

Ponto mais alto Ponto mais baixo
P -Na=ma Ng - P =ma

Onde Na e N sao as normais nos pontos mais alto e mais baixo respectiva-
mente. A normal € uma reacéo do assento ao corpo do estudante que esta sen-
tado nele. Se estivesse sentado em uma balanca colocada nesse assento, ela
mostraria exatamente o valor de N , que é por isso chamado de peso aparente.
Igualando as duas ultimas equacdes, encontramos:

P-Na=Ng-P [J Ng=2P-Na=(2m-ma)g=80.9,8

Ng = 784Newt e mg = 80Kkg

b) E no ponto mais alto, se a velocidade da roda gigante dobrar?

EI%D .
~—~
2
~
|
<

2 ]
mvﬁ: » =p-N, O N, =4N, -3P

Na'=196Newt e ma” = 20kg

Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

63 |Uma pedra presa a ponta de uma corda gira em um circulo vertical de raio R . De-
termine a velocidade critica, abaixo da qual a corda pode afrouxar no ponto mais alto.

| O | _|¢

A velocidade minima para a corda nao afrouxar é aquela para & tual teremos T =0,
logo:

2

P=ma O mg:mvﬁ O v=4Rg
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Capitulo 6 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

70 | A figura a seguir mostra uma bola de 1,34kg presa a um eixo girante vertical por
duas cordas de massas despreziveis. As cordas estdo esticadas e formam os lados
de um tridngulo equilatero vertical. A tenséo na corda superior é de 35N .

a) Desenhe o diagrama de corpo isolado para a bola.

.............. < —
A
L =1,70m
m = 1,34kg
Ts = 35N L
r
b) Qual a tenséo na corda inferior?
Usando a segunda Lei de Newton:
. AY
o g,V T,
T,+T,+P=ma onde 02 R
i =Lcos6 0 «
0.~
Decompondo as forcas segundo os ei- /
xos cartesianos definidos na figura ao T Yp
lado: ! —

Oma=T,cosf +T, cosb
[
O

B) =T,senf -T,senf -P

Da ultima equacao, encontramos:

P
sen@

T, =T, -

S

Como o triangulo formado pelos tirantes e 0 eixo é is0sceles o0 angulo entre os
tirantes € 60° e consequentemente 6= 30°. Desse modo:

T,=8,736N

c) Qual a forga resultante sobre a bola, no instante mostrado na figura?
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ma =T, cosf +T, cosf =T, cosO + EI'S -_P

E(:os@
0 senf ]

F=ma=2TscosO-P cotf=37,876N

d) Qual a velocidade da bola?

2 2
|:=mv_:m v O v= /M:G,%m/s
r | cos@ m

Cap 06 romero@fisica.ufpb.br
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Prof. Romero Tavares da Silva

07. Trabalho e energia cinética

Podemos definir trabalho como a capacidade de produzir energia. Se uma forca
executou um trabalho W sobre um corpo ele aumentou a energia desse corpo de W .

Esse definicdo, algumas vezes parece nao estar de acordo com 0 nosso entendi-

mento cotidiano de trabalho. No dia-a-dia consideramos trabalho tudo aquilo que nos pro-
voca cansaco. Na Fisica se usa um conceito mais especifico.

Movimento em uma dimensao com forca constante

W=Fd W =Fdcos@ =F [d

O trabalho realizado por uma for¢ca constante € definido como o produto do deslo-
camento sofrido pelo corpo, vezes a componente da forca na direcdo desse deslocamen-
to.

Se vocé carrega uma pilha de livros ao longo de uma caminho horizontal, a forca
gue vocé exerce sobre os livros é perpendicular ao deslocamento, de modo que nenhum
trabalho é realizado sobre os livros por essa for¢a. Esse resultado € contraditorio com as
nossas definicdes cotidianas sobre forca, trabalho e cansaco!

Trabalho executado por uma forga variavel

Para uma analise inicial, vamos considerar o grafico do trabalho versus desloca-
mento para uma forca constante que atua na direcdo do deslocamento.

Como foi definido anteriormente =

W =Fd "

gue é a area debaixo da curva, ou seja o
retangulo compreendido entre as posi-
¢Oes inicial e final vezes o valor da forca
aplicada. Ou seja: =

W =40. (3,8 - 2) = 72Joules

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 2
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Analise unidimensional

Quando esta atuando sobre um
corpo uma forca varidvel que atua na
direcdo do deslocamento, o grafico da
intensidade da forca versus o desloca-
mento tem uma forma como a da figura
ao lado.

O trabalho executado por essa for-
¢ca é igual a &rea abaixo dessa curva.
Mas como calcular essa area se a curva
tem uma forma genérica, em principio?

Uma primeira aproximacdo para o
célculo dessa area seria dividir a area a
ser calculada em pequenos retangulos,
como esses pontilhados da figura ao
lado.

A area abaixo da curva continua
seria aproximada pelo retangulo defini-
do pela reta pontilhada.

Se chamarmos o trabalho entre as
posicoes 2 e 2,6 de JdW,;, teremos
como aproximacéao para esse trabalho o
produto da forca F(x) = 22,7 vezes o
deslocamento ox; =2,6 -2,0=0,6.Ou
seja:

&Ni = F(Xi)5Xi

O trabalho total, ao longo de todo
0 percurso considerado sera a soma
dos trabalhos de cada pequeno percur-
Sso:
W =}, oW, = D F(Xi)5Xi

A aproximagéo da curva pelos re-
tangulos vai ficar tanto mais proxima do
real quanto mais subdivisdes conside-
rarmos. E no limite em que Jdx; for
muito pequeno a aproximagao serd uma
igualdade. Ou seja:

W = ALXF[QIZF(Xi)éxi

A equacao anterior € a propria definicdo de integral, e desse modo o trabalho execu-
tado por uma forga variavel entre uma posicéo inicial i e uma posicao final f ser&:

wW :j’F(x)dx
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Prof. Romero Tavares da Silva

Analise tridimensional

Vamos considerar uma forca
F(r) gque atua em um corpo de mas-

sa m, ao longo de uma trajetéria
gue vai do ponto inicial i até o ponto
final f, aolongo de uma curva C

W = [F() r

onde a integracéo é considerada ao
longo da trajetoria usada pelo corpo.

De modo geral a forca é considerada como:

F(r)=iF,(x,y,z)+|F,(xy,z)+kF,(xy,2)
dr =idx +jdy +kdz

w, = [[F.(xy.2)dx + F, (x.y,2)dy +F, (x,y,2)dz]

onde a integracéo é feita ao longo da curva C que define a trajetéria do corpo.

Trabalho realizado por uma mola

Vamos analisar o0 movimento de um sistema composto por um bloco de massa m
gue esta sobre uma superficie horizontal sem atrito, e tem preso a si uma mola. A outra
extremidade da mola esta fixa. Quando a mola esta num estado relaxado ela ndo esta
distendida ou comprimida. Nessa situacao ela nao exerce forga alguma no bloco.

Mola relaxada

Quando o bloco se desloca da posicao relaxada ou de equilibrio a mola exerce so-
bre ele uma forca restauradora que para que ele retorne a posicao de equilibrio original.
Quando o deslocamento € na parte positiva do eixo x a forca restauradora aponta para o
sentido negativo desse eixo, e quando o deslocamento se d& na parte negativa do eixo X
a forca restauradora aponta para o sentido positivo desse eixo.
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Quando o deslocamento do bloco é muito pequeno em comparacao a dimenséo da
mola podemos considerar o que é chamado de pequenas oscilages, e neste caso pode-
mos dizer que a forca restauradora é proporcional ao deslocamento do bloco em relagéo

a sua posicao de equilibrio. essa aproximacgéo é também conhecida como Lei de Hooke, e
pode ser expressa do seguinte modo:

F=—kr

onde chamamos k de constante elastica da mola.

| B

Se o bloco se deslocou na parte positiva do eixo x , temos que r = i|x| e portanto

Mola distendida

x=0

a forca aponta para o sentido negativo do eixo: F=-k |x|f

Mola comprimida

B . e

Se o bloco se deslocou na parte negativa do eixo x , temos que r = -i |x| e por-

tanto a forca aponta para o sentido positivo do eixo: F=k |x|f .

O trabalho realizado pela mola para levar o corpo de uma posicéo inicial até uma
posicao final sera:

W, = [F ©f =j(— kr ) celr
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Como o deslocamento se da no eixo x, temos que:

iX

Ur = .
0. - O rdr =xdx
dr =idx
logo, o trabalho realizado pela mola sera
i x2[" k
W, =-k [xdx = -k—| =-—(x2-x’
if _I 2 2( f i )

X\

Uma particula em queda livre

Partl’culaiubindo

Quando uma particula se movimenta sob a agéo

da gravidade, esta € a Unica for¢ca que nela atua. y ® final

Quando a particula estiver subindo, o desloca-

mento elementar dr e a forca peso tém sentidos contra-

rios, logo o trabalho executado pela forca peso entre as dr
posicoes inicial e final seré: :

W, :j(— mg )i dy)= —mgjdy mg

Wit=-mg (ys-Vi) e inicio
Particula descendo
Quando a particula estiver descendo, o desloca- A

mento elementar dr e a forca peso tém mesmo sentido, y e inicio
logo o trabalho executado pela forga peso entre as posi-
¢cOes inicial e final sera:
dr
f ~ ~ _ f
Wi =Ij(mg J)E(J dy)— mgljdy mg
Wit =mg (yr-yi)
o final

Quando a particula esta subindo a forca peso executa uma trabalho negativo, e
como conseqiiéncia diminui a energia cinética da particula. Por outro lado, quando a par-
ticula esta descendo a forca peso executa uma trabalho positivo, e como conseqiéncia
aumenta a energia cinética da particula.

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 6



Prof. Romero Tavares da Silva

Energia cinética

Define-se a energia cinética de uma particula de massa m que viaja com veloci-
dade v , como:
1

2

K==—mv

Mostraremos adiante que o trabalho realizado pela resultante de forcas que atua
em uma corpo é igual a variagdo da sua energia cinética, ou seja:

Wif:AK:Kf-Ki

Teorema do trabalho - energia cinética

Considere uma particula de massa m que se move sob a acdo de uma resultante
de forcas F . O trabalho W realizado por esta for¢a dobre a particula sera:

W = }F(x)dx = j’(ma)dx

mas, por outro lado

t dt fodt [ t Cdt

ou seja:

' 1 2|f 1 2 2

w :Imvdv =—mv° =—mv, —-—mv,

! 2 b2

Considerando que
K= 1mv2
2
temos
W =K, -K, = AK

Poténcia

A poténcia mede a capacidade de um sistema produzir (ou absorver) energia. Ela é
a razao entre a energia produzida (ou absorvida) e o intervalo de tempo necessario para
essa producgéao (ou absorcéo).

Dependendo do nosso interesse ou dos nossos instrumentos podemos desejar
medir a poténcia média ou poténcia instantanea.

Poténcia média

Nos da a medida da energia produzida (ou absorvida) W num certo intervalo de
tempo t.

p="v

t
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Poténcia instantanea

Nos da a medida da energia produzida (ou absorvida) num intervalo de tempo
muito pequeno, dai instantéanea. E Gtil quando queremos acompanhar a producédo (ou ab-
sor¢cao) de energia de maneira precisa.

p=LimiW - AW
20 At dt

dW =F®f O P:IEDZ—i 0 P=FE
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

04 |Um objeto de 102kg esta inicialmente movendo-se em linha reta com uma velocida-
de de 53m/s . Se ele sofre uma desaceleracdo de 2m/s? até ficar imével:

a) Qual a intensidade da forca utilizada?

F+P+N=ma

Vo v=20
Decompondo as forgcas segundo eixos N
cartesianos, encontramos: =
OF =ma . . >
P d

-P =0

@DD

Logo:
F =ma = 204N

b) Qual a distancia que o objeto percorreu antes de parar?

2

vi=vi-2ad O d = °=70225m
2a

c) Qual o trabalho realizado pela forca de desaceleracédo?

Podemos calcular o trabalho de duas maneiras equivalentes:

—

W =F=-Fd H
W =A :—%mng [J W =-143.259Joules
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Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

09 |A figura ao lado mostra um conjunto de polias usado para facilitar o levantamento de
um peso P . Suponha que o atrito seja desprezivel e que as duas polias de baixo, as
quais esta presa a carga, pesem juntas 20N . Uma carga de 840N deve ser levan-
tada 12m.

a) Qual a forca minima F necesséria
para levantar a carga?

Ao puxar a corda exercendo a forca

N , executaremos um certo trabalho W
. Ao elevar o peso P , o conjunto de
roldanas executara, também, um certo
trabalho. Esses dois trabalhos serdo
iguais, pois a energia em questdo €
aguela que fornecemos ao atuar com a
forca F . A forca minima que o con-
junto de roldanas deve fazer atuar so-
bre o corpo para eleva-lo com velocida-
de constante de uma altura H é igual
ao peso do corpo, logo:

W=PH

Para elevar o corpo de uma altura H,
deveremos puxar a corda (com F ) de um comprimento L, logo:

W=FL
e como esses trabalhos séo iguais:
W=PH=FL O F :%P
Para descobrir qual a relacdo entre H e L deste problema, vamos fazer uma
analogia com outros tipos de arranjos de roldanas.

m T
1
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No arranjo mais simples, o da esquerda da figura anterior, temos 1 corda e um
tirante. No arranjo seguinte temos 2 cordas e um tirante e no terceiro arranjo te-
mos 3 cordas e um tirante.

No nosso problema temos 4 cordas e um tirante, logo:

H=L/4
F = P/4 = (840 + 20)/4= 215N

b) Qual o trabalho executado para levantar a carga até a altura de H =12m ?

C)

W =P H = (840 + 20) 12 = 10.320Joule
Qual o deslocamento da extremidade livre da corda?

L = 4H = 48m

d) Qual o trabalho executado pela forca F para realizar esta tarefa?

W =F L =10.320Joules

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

11 |Uma arca de 50kg € empurrada por uma distancia de 6m , com velocidade cons-

tante, numa rampa com inclinacéo de 30° por uma forca horizontal constante. O co-
eficiente de atrito cinético entre a arca e arampa é 0,20 .

a) Calcule o trabalho realizado pela forga aplicada.

Cap 07

Como a arca se move com velocidade
constante, a aceleracdo € nulo e por-
tanto:

y

F,+F+P+N=0

Decompondo as forgas, encontramos:

0 N-Pcos6=0

U
O
H:—PsenG—Fa =0

F=F;-Psenf@=u:N+Psenf
Mas F, = tc N, logo

F=P (senf+ uccosf )

W, =F @ =Fd = 1.979,22Joule

romero@fisica.ufpb.br 11
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b) Calcule o trabalho realizado pelo peso da arca.
W, =P [ =- P dsenf=-1.470Joules
c) Calcule o trabalho realizado pela forca de atrito.
W, =F, [l =- Fad = pc N d= pic P d cos8 = -509,22

E facil perceber que é nulo o trabalho executado pela resultante de forcas. Po-
demos mostrar isso de diversas maneiras:

W, =[F+P +F, +N)d =W, +W, +W, +W, =0
O trabalho executado pela normal € nulo pois ela € perpendicular ao vetor deslo-

camento.
Whg = AK =0

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Qual o trabalho realizado por uma forca F = 2xf+3f (em Newtons) , onde x esta
em metros, que é exercida sobre uma particula enquanto ela se move da posicéo
inicial . =2i +3j (em metros) até a posicdo final r, =-4i -3 (em metros) ?

Como néo foi mencionada a trajeto-
ria, podemos escolher diversos
percursos para a particula entre os
pontos inicial e final.

Vamos calcular o trabalho usando
duas trajetérias: a reta que une 0s
dois pontos e uma parabola que
passa por eles.

Como ja foi dito anteriormente:

W, =£|f [l

w, = f[F. (y)dx +F, (x,y)dy]

a) Vamos considerar inicialmente a trajetéria retilinea y(x) =x + 1

A imposicéo da trajetoria no calculo da integral acontece quando usamos na for-
¢a e nas diferenciais a dependéncia y(x) definida pela trajetoria.

F 07 = F, (x,y(x))dx + F, (x, () Hix
ox 0

Teremos desse modo, todo o integrando como fungéo de x .

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 12
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Neste problema:
F=2xi+3] e -—X=1
logo
F r = 2xdx +3dx = (2x +3)dx

W, = :F(Zx +3)dx = x| +3x| ) =(16-4)+3(-4-2)=12-18 = -6J

+2
Vamos considerar inicialmente a trajetéria parabdlica y = - x%/2 + 5 .

Neste problema:

l5:2xf+3f e —=-X

F [@F = 2xdx +3(- x)dx = -x dx

4 2™
W, = [-xdx=-%| =-2(16-4)= 63
o 21, 2

N&o foi por acaso que o resultado do trabalho executado entre dois pontos, por
essa forca, ndo dependeu da trajetéria. Existe uma categoria de forgcas - chama-
das forcas conservativas - para as quais o trabalho entre dois pontos sé depende

desses pontos. De modo geral, uma forca If(F,t) € conservativa quando o seu

rotacional € nulo, ou seja:
OxF(r,t)=0

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Cap 07

Uma forga unica age sobre um corpo que esta se movendo em linha reta. A figura a
seguir mostra o grafico da velocidade em fun¢édo do tempo para esse corpo. Determi-
ne o sinal (positivo ou negativo) do trabalho realizado pela for¢ca sobre o corpo nos
intervalos AB, BC,CD e DE

A

AB Neste intervalo a curva é uma reta, \Y;

gque passa pela origem, e portanto a
velocidade € uma funcdo crescente B C
do tempo até atingir um certo valor
Vo, € tem a forma:

+
v=apt A S
0 t1 t2
O movimento é unidimensional e a
velocidade é crescente, logo a forca -
atua na direcdo do deslocamento e
desse modo:
W, =F @ =Fd >0
romero@fisica.ufpb.br 13
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CD
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Neste intervalo a velocidade € constante vq , logo a aceleracéo é nula e por-
tanto a forga resultante também é nula. Consequentemente o trabalho da forga
resultante sera nulo:

WBC =0

Neste intervalo a velocidade é decrescente, iniciando o intervalo com valor vy e
terminando com velocidade nula. A forma funcional é do tipo:

V:VO-az(t-tz)

onde a, > 0. O movimento € unidimensional e a velocidade € decrescente, logo
a forga atua na direcdo contraria ao deslocamento e desse modo:

W, =F [ =-Fd <0

Neste intervalo o corpo comeca a recuar, com a mesma aceleracdo a, do in-
tervalo anterior.
v=-ax(t-t3)

O modulo da velocidade aumenta e ela assume valores negativos cada vez
maiores.

Ao contrario do item anterior, o corpo esta sendo acelerado e temos forca e
deslocamento no mesmo sentido.

W, =Fld =Fd >0

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Uma mangueira de incéndio é desenrolada puxando-se horizontalmente uma de suas
extremidades ao longo de uma superficie sem atrito com velocidade constante de
2,3m/s . Amassa de 1m de mangueira € 0,25kg .Qual a energia cinética fornecida
para desenrolar 12m de mangueira?

Aforca F é uma forca variavel porque a

uma maior parte dela passa a se movi-
mentar em contato com o solo e atritan-

do-se com ele. Como o atrito vai aumen-
tado a forca externa deve aumentar para
gue a mangueira desenrolada tenha velo-
cidade constante.

medida que a mangueira € desenrolada gz_ﬁ»
N

F+F, +N+P =0

ED F=F, =uN=pupP v

F -F. =0 i

Cap 07
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onde P é a parte da mangueira que estd em movimento. A densidade linear de
massa A da mangueira é passivel de ser calculada:

A= %: 0,25kg/m

Quando a mangueira tiver um comprimento X desenrolado e em movimento, 0 peso
dessa parte serd P(x) onde:
P(X) = Agx
Entao:
F(X) = tc A g x
O trabalho sera:

2

L L L
W :!’F(x)dx :ucx\g‘c[xdx :ucx\g?
Apesar do enunciado ter induzido uma solucéo nessa dire¢cdo, ndo se pode resolver

desse modo pois ndo se conhece o coeficiente de atrito ¢ entre a mangueira e o
piso.

No entanto a solucdo é muito mais simples! E noutra direcéo, j& que ndo se pediu 0
trabalho para vencer o atrito enquanto se desenrola, mas para se vencer a inércia.

O trabalho da forca resultante € igual a variacdo da energia cinética. Existe uma for-

ca, e ndo é essa forca F mencionada, responsavel por tirar do repouso, aos poucos
- infinitesimalmente, cada parte da mangueira. Ela atua por um instante! O trabalho
gue ela produz € aquele necessario para colocar TODA a mangueira em movimento
de velocidade constante.

W =AK ==Mv? ==(AL)?=7,935Joules

N | =
N | =

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Um homem que esta apostando corrida com o filho, tem a metade da energia cinética
do garoto, que tem a metade da massa do pai. Esse homem aumenta a sua veloci-
dade em 1m/s e passa ater a mesma energia cinética da crianca.

Quais eram as velocidades originais do pai e do filho?

Vamos equacionar as varias informacgdes fornecidas:

] KH:%KG 0 %MHVHZE—lgéMGVGZQ

T2
i, So=Me 0 M, =2M
i %MH L +1f :%MGVGZ

Usando i. e ii. encontramos:

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 15
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V2
%(2 A =%Mevg 0 V.2 =TG 0 V, =2V
Usando ii. e iii. encontramos:

Low ), s =2mve o, ep =%

Usando os dois ultimos resultados, encontramos:

2 i 1
_@v) oy _
(v, +1f = S =2V 0, "5

Vu=2,41m/ls e Vg=4,82m/s

e finalmente:

Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

37 |Um caixote com uma massa de 230kg esta pendurado na extremidade de uma cor-

da de 12m de comprimento. Ele € empurrado com uma forca horizontal variavel F,
até desloca-lo de 4m horizontalmente.

a) Qual o médulo de F quando o caixote se encontra na posicao final?

Vamos considerar que o caixote € des- A
locado com velocidade constante. Nada
foi mencionado a respeito, entdo esco- A
Iheremos a situacdo mais simples, pois | = .. ) y
nesse caso a aceleracdo serd nula. L 0
Sendo assim, a segunda Lei de Newton
terd a forma:

Lo T
T+F+P =0 E
Decompondo essas forcas, encontra-
mos: e 5
[F-Tsenfd =0 DT q
O
U S
HI’ cos6-P =0
T senb -F_ tan6 O F =Ptanf
Tcos6 P

Mas

tanf=>=_—>__ %Eﬁ 796,90N
r L* -s? -s

b) Qual o trabalho total executado sobre o caixote?

Como a resultante de forcas é nula, o trabalho executado por essa forga € nulo.

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 16
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c) Qual o trabalho executado pela corda sobre o caixote?
O trabalho elementar executado pela forca F & dado por:

dW, =F [dF =Fdrcosa
Mas ja foi mostrado que

F =P tana
e podemos observar que A
dr=Lda
logo L
dWg = ( P tana) (L da) cosa
dWe =L P sena da v

f 2]
W, :J’dWF =[LPsenada
1 0

W, =-LPcosal =LP (L-cos6)
Se considerarmos H como a altura que o caixote foi elevado:

H=L-LcosO8=L(1-cosf)

e entao
We=PH=mgH
Mas como
2 _ a2
H=L({-cos@)= L%—%E: L -+/L? -s? =0,686m
temos

We=mg H =1.546,90Joules
d) Qual o trabalho executado pelo peso do caixote?

O trabalho elementar executado pela
forca P é dado por:

dW, =P [ = F dr cos(a +90°)

dW, = -Psenadr =-PLsenada

0
W, :deP = —LP‘!'senada =-W,

Wp =-mgH =-1.546,90Joules

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 17
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Capitulo 7 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

38 |Um bloco de 250g é deixado cair sobre uma mola vertical com uma constante de
mola k =2,5N/cm . A compressao maxima da mola produzida pelo bloco é de 12cm.

a) Enquanto a mola esta sendo comprimida, qual o trabalho executado pela mola?

F, -l

m = 250g = 0,25kg
k = 2,5N/cm = 250N/m
L=12cm =0,12m
O trabalho é definido como:
f —
W:IFmF
O elemento de integracdo dr tem comprimento infinitesimal e aponta na dire-

cdo de integracdo, portanto neste caso teremos dr = fdy . Como foi definido
anteriormente, a forca que a mola exerce no objeto é dada pela Lei de Hooke:

IEM :_kyj\

e o trabalho executado por essa forca sera:
f L ~ ~ L 1
W, =[dW :_[(—ky j)[(j dy): —k[ydy = —EkLZ: -1,8J
[ 0 0

b) Enquanto a mola esta sendo comprimida, qual o trabalho executado pelo peso do
bloco?

—

P=m fmg

«Q,
I

W, :de :_i(fmg)[(fdy): mgidy =mgL =+ 0,294J

Cap 07 romero@fisica.ufpb.br 18
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Qual era a velocidade do bloco quando se chocou com a mola?

O trabalho executado pela forga resultante € igual a variacdo da energia cinética.
A forca resultante é:

—

F,=F, +P

e o trabalho executado por essa forca sera:

-2W
AK =K, -K, =K, =—%mv2 =W, O v=,—F"=347m/s
m

Se a velocidade no momento do impacto for multiplicada por dois, qual sera a
compressdo maxima da mola? Suponha que o atrito é desprezivel.

Vamos considerar que nessa nova situacdo a mola se comprimira de H . Refa-
zendo o raciocinio anterior, temos:

I

w, :—%kHZ +mgH = AK' :—%m(ZV)z =-2mv’

2
—lkH2+mgH+2mv2:O O H*- JE—ngH—ELnV E:O
2 Ok O K

A Unica solucéo positiva dessa equacao é:

H=0,23m

romero@fisica.ufpb.br 19
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Prof. Romero Tavares da Silva

08. Conservacao da energia

Quando exigimos das pessoas que moram em nossa casa que apaguem a luz ao
sair de um aposento, ndo deixem a televisdo ligada a noite enquanto dormem, fechem
bem a torneira para que nao fique pingando, ou, ainda, abaixem a chama do gas quando
a agua ferveu, estamos demonstrando preocupacdo com o desperdicio! Desperdicio si-
gnifica que algo util foi jogado fora sem ter sido aproveitado - foi desperdicado.

A agua da torneira que pinga vai embora pelo ralo e a gente nem percebe. E uma
agua nova entra na caixa d’dgua, em substituicdo aquela que foi desperdicada! Agora
pare e pense em quantas vezes vocé ja ouviu alguém dizendo esta frase, bastante co-
nhecida: “Nada se perde, tudo se transforma.” Essa frase € de Lavoisier, um famoso cien-
tista francés do século 18. Podemos entender esta frase, por exemplo, quando colocamos
agua numa panela e a aquecemos, podemos ver que a agua vai evaporando e o seu nivel
na panela vai diminuindo. Isso ndo significa que a agua € perdida mas que esta se trans-
formando em vapor d’agua!

E a dgua que escorre pelo ralo, também se transforma? Podemos pensar em ter-
mos de utilidade, isto é, a 4gua que estava na caixa-d’agua era util, mas, depois que se
foi pelo ralo, perdeu sua utilidade. Se quisermos utilizar novamente a agua que se foi, te-
remos que pagar a companhia de agua e esgoto, para que trate mais agua e que esta
seja enviada pelo encanamento até a nossa caixa-d’agua! Ou seja, havera um custo na
reutilizacdo da agua que ja foi utilizada.

No nosso dia-a-dia, usamos muito a expressao “desperdicio de energia”, que se
refere ao desperdicio dos varios tipos de energia, como, por exemplo:
- Energia térmica: quando deixamos uma geladeira aberta, havera um custo para que seu
interior se esfrie novamente.
- Energia elétrica: banhos de chuveiro elétrico demorados geram enorme consumo de
eletricidade, que também ter4 um custo.
- Energia quimica: carros mal regulados consomem mais do que o normal, aumentando
assim o gasto de combustivel.

Todas essas transformacgdes, cuja energia ndo pode ser reaproveitada, sdo cha-
madas de transformacfes. Ou seja, € impossivel pegar o frio que sai da geladeira en-
quanto a porta esté aberta e coloca-lo de volta dentro da geladeira. E impossivel pegar a
eletricidade que foi usada no chuveiro elétrico e coloca-la de volta no fio. E impossivel
usar 0 gas que saiu do escapamento de um automoével, para encher novamente o tanque
de gasolina!

A maioria das transformacdes de energia sdo do tipo irreversivel. Isso significa que
a energia util se transformou num outro tipo de energia e ndo pode ser reutilizada.

Uma pequena parte das transformacdes sao do tipo reversivel, ou seja, a energia
pode ser transformada em outra forma de energia e depois voltar a ser o que era. Um
sistema que tem essa propriedade é chamado de sistema conservativo .

Telecurso de Fisica - 2° grau do
Telecurso 2000- Aula 16
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Forcas conservativas e ndo-conservativas

Uma forgca conservativa caracteriza-se por executar um trabalho nulo quando se
considera um percurso fechado.

No sistema massa - mola, quando a massa retorna a um dado ponto, ela tem a
mesma energia cinética da passagem anterior, com a mesma capacidade de produzir tra-
balho, portanto o trabalho realizado pela mola foi nulo, neste percurso fechado.

A energia potencial esta sempre associada a uma forca. A energia potencial de um
corpo representa a capacidade dele produzir energia cinética ou, de maneira mais genéri-
ca, transformar essa energia num outro tipo de energia. Um corpo que esta numa certa
altura acima do solo, tem energia potencial gravitacional. Quando solto, ele caira em dire-
¢ao ao solo, transformando essa energia potencial em energia cinética a medida que cai.
Se colocarmos no solo uma mola numa posicédo adequada, o corpo ird atingi-la e compri-
mi-la até parar. Em sintese: a energia potencial gravitacional do inicio do movimento do
corpo foi transformada totalmente em energia cinética que por sua vez foi transformada
totalmente em energia potencial da mola.

Essas mudancas de forma de energia se processaram sem perdas porque eram
conservativas as forgas envolvidas na situagéo descrita.

N&o podemos associar energia potencial com uma forgca ndo-conservativa (tal
como a forca de atrito) porgue a energia cinética de um sistema em que tais for¢cas atuam
nao retorna ao seu valor inicial, quando o sistema recupera a sua configuragao inicial.

Vamos considerar uma forca conser-
vativa que atua sobre uma particula ao lon-
go de um percurso fechado, indo do ponto B
A até o ponto B pelo caminho 1 da figura 1
ao lado, e voltando de B para A pelo ca-
minho 2. Temos entdo que:

Wag1 + Wga2=0 A
ou seja: 2
Wag,1 =-Wea,

Mas como a forca é conservativa, ir e voltar pelo mesmo caminho 2 sera apenas
uma questao de sinal:
Wga 2 = - Wag2
e finalmente:
Wag,1 = Wag2

ou seja: o trabalho para ir do ponto A até o ponto B independe do percurso quando a

forca for conservativa. Esse trabalho sera o mesmo caso se utilize o percurso 1,2 ou
qualquer outro percurso.
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Trabalho e energia potencial

Quando a forga for conservativa, podemos definir a energia potencial associada a
essa forga. Define-se a diferenca de energia potencial AU entre os pontos r, e r, do
seguinte modo:

—

AU =U(,)-U(r)=-w, =—}ﬁ [olr

ou seja:
u(r)=u(,)-fFef 0 F(F)=-0u()
A energia potencial € sempre definida em relacdo a um determinado referencial de
energia. No caso anterior, definiu-se a energia potencial U (F) no ponto definido pelo ve-

tor r , em relacdo a energia potencial U(Fo) no ponto definido pelo vetor r, . Estamos
definindo, desse modo, um referencial U(Fo) de energia potencial e todos os outros valo-
res serdo medidos em relacéo a este referencial.

Forcas conservativas - Energia mecanica

Jé& foi estabelecido que o trabalho executado pela forca resultante é igual a varia-
¢cao da energia cinética. Ou seja:

W, =AK =K, -K,
mas tendo em vista os resultados anteriores:
W, =AK =-AU O A(K+U)=AE=0 onde E=K+U
onde essa deducdo é absolutamente geral, apesar de ter sido feita para apenas uma for-
ca atuando em apenas uma particula. Ela é valida para um sistema composto de um nu-
mero qualquer de particulas, quando estdo atuando nessas particulas quaisquer quanti-

dade de forcas conservativas.

A nova grandeza definida, a energia mecanica E = K + U é uma constante de
movimento

E =%mv2 +U(F) = cons tante

Algumas forgas tem uma existéncia marcante, seja no meio académico ou na vida
pratica. Vamos calcular a energia potencial associada a algumas destas forcas.

O sistema massa - mola encontra-se presente no dia a dia como exemplo de sis-

tema conservativo oscilante, onde a forca que a mola exerce é variavel. Esse é um tipo de
forca elastica.
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Energia potencial elastica

UR) = u(o)—}ﬁ r = —?(— ki) r

0

Como o deslocamento se da no eixo x , te-
mos que:

LX O r dr =xdx
idx

= T

O
U
K
logo, o trabalho realizado pela mola sera:

L

u(L)=uU()+ k:[xdx ~u(0)+ k’g :%k L2

0

onde estamos considerando o referencial de energia potencial U( x =0 ) =0

Considerando o resultado anterior, dizemos que a energia potencial elastica de um

sistema massa - mola tem a forma:

1
U(x) ==k x?
(x) >

Outro exemplo interessante é a energia potencial associada a forca gravitacional. E um

caso de energia potencial associada a uma forga constante.

Energia potencial gravitacional
- R [F
U(R) =U(0) —J’F dr onde [

0

h ~

U(h)= U(O)-!(- mg {)cfdy = mgidy

U(h)=mgh

onde estamos considerando o referencial de energia potenci-
al U(x=0)=0.

Considerando o resultado anterior, dizemos que a energia
potencial gravitacional tem a forma:

Uly)=mgy
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Célculo da trajetoria a partir do potencial

Podemos conhecer a trajetoria de uma particula a partir do conhecimento do po-
tencial ao qual ela esta submetida. Quando temos a forma do potencial, como foi mencio-
nado, ele obedece a equacao:

E =%mv2 +U(x) = cons tante

ou seja:
%va:E—U(x) O V_(;—)t(_ E[E—U(x)] O dt= dx
" 2 -u]
m
}dt:t—tO:} 5 dx
to Xo 7E—
2l -u )
ou seja:
t:to+}

dx
% |2
(o E-ue)]

A partir da forma da energia potencial U(x) poderemos calcular a trajetéria da par-
ticula ao fazer o célculo da integral indicada.

Usando a curva da energia potencial

Em diversas situacdes nao € possivel fazer o calculo da integral de movimento.
Mas mesmo nesse caso, a equacdo da conservacao da energia

- %m\ﬁ +U(x) = cons tante

ouU a equacao que se origina nela

x dx
t=t,+ [
Xo 2
| [E-UK)

m

nos dara informacdes Uteis sobra a solugdo ou sobre o comportamento da particula.
Como a energia mecéanica E € igual & soma das energias potencial U(x) mais ci-

nética K, o maior valor da energia potencial sera quando toda a energia mecanica for

potencial, ou seja:
E >U(x)
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O grafico da energia potencial elastica € um exemplo simples da utilidade da anali-
se do movimento de uma particula a partir da forma funcional da energia potencial.

Vamos considerar que a energia mecanica deste sistema tem valor Eg .

i Quando x = #L toda a energia me- A UX
canica esta sob a forma de energia
potencial. Esses pontos x = +#L séo
chamados pontos de inversao pois
ao chegar neles a velocidade da par-
ticula se anula e inverte o sentido.

Eo
il Quando x =0 toda a energia meca- /
nica € cinética.
iii. O movimento da particula esta confi-
nado aregido -L>x=>+1L. »X
-L +L

A seguir mostramos um grafico da energia potencial de uma particula, que tem um
comportamento rico em detalhes.

De modo geral o grafico da energia potencial de uma particula apresenta varias si-

tuacoes fisicas. Mostra o problema para varios valores de energia mecanica. Para cada
valor de energia mecéanica a particula se comporta de um modo diferente.

Ux) o

Ea

N

Es

/)

E: N>

Eo

X3 X1 Xp X2 X4 X5 X

a. E=Eg

Para esse valor de energia mecanica, toda a energia é potencial e portanto a energia
cinética sera sempre zero. A particula vai estar permanentemente localizada na posi¢ao
X =Xo e com velocidade nula.

Como um exemplo dessa situacdo podemos lembrar uma mola que esta em sua posi-
¢cdo de equilibrio com velocidade nula. Ele vai permanecer indefinidamente nessa situa-
cao.
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b. E= E1

Como E >U(x) para esse valor de energia mecénica X; = X =X, . A particula esta
confinada a se movimentar entre os pontos Xx; e X, , passando pelo ponto Xo , de mi-
nimo da energia potencial e consequentemente de maximo da energia cinética. Nos pon-
tos x1 e X temos E; = U(X1) = U(x2) , e portanto toda a energia é potencial. Isso implica
gue a energia cinética é nula nesses pontos. Esses pontos sdo chamados pontos de re-
torno (ou pontos de inversdo) pois a particula estava se movendo em um sentido, sua
velocidade se anulou e ela retornou usando o sentido contrério.

Como um exemplo dessa situacdo podemos considerar uma mola que esta em sua
posicdo de equilibrio com uma certa velocidade ndo nula. Ela vai ficar se movendo entre
duas posicdes e sempre passando pelo ponto de maxima energia cinética. Como exemplo
apenas de ponto de retorno podemos considerar uma pedra lancada verticalmente para
cima. Ao atingir o ponto de maxima altura ela ird parar e comecgara o retorno. nesse ponto
a energia cinética é nula.

c. E=E>
Existem quatro pontos de retorno

d. E= E3
Existe apenas um ponto de inversdo. Se a particula estiver se movendo em direcao ao
ponto x =0, ao chegar em x = x3 ela para, retornando no sentido contrario.

e. E=E,
N&o existem pontos de retorno.

Da relacao entre forca e potencial podemos fazer varias inferéncias. Como ja foi men-
cionado anteriormente

Em uma dimenséo, a equacéo anterior tem a forma:

dU(x)
dx

U(X)=U(X0)—:[F(x)dx 0 F(x)=-

e desse modo podemos dizer que:

I. Minimo de U(x) O F(x)=0 [ equilibrio estavel
il. Méaximo de U(x) O F(x) =0 [O equilibrio instavel
iii. U(x) = constante [ F(x) =0 [ equilibrio indiferente

Podemos analisar as situacdes de equilibrio no grafico anterior do seguinte
modo:

a. No ponto x =X temos um equilibrio estavel e citaremos como exemplo dessa situa-
¢do um péndulo em equilibrio na sua posicéo vertical inferior. Se alterarmos a sua po-
sicdo, surge uma forca restauradora e o sistema tende a voltar a posicédo de equilibrio
inicial.
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b. No ponto x = x4 temos um equilibrio instavel e citaremos como exemplo dessa si-
tuacdo um péndulo em equilibrio na sua posicéo vertical superior. Se alterarmos a sua
posicdo, surge uma for¢ca que afasta ainda mais o sistema de sua situacao de equili-
brio inicial.
c. No ponto x =xs temos um equilibrio indiferente . . Se alterarmos a sua posi¢cao nédo

acontece nenhuma das duas situagdes anteriores. Uma exemplo desse caso seria um
cone apoiado em uma face lateral.

Forcas ndo conservativas

Vamos considerar que estdo atuando N forcas sobre uma dada particula, de
modo que a forca resultante sera dada por:

— —

— — N
F=F+F +. +F =5F

Como ja foi mencionado, o trabalho executado pela for¢ca resultante € igual a varia-
¢cao da energia cinética da particula:

N
AK =W, =W, +W, +..+W, = SW,

onde W; é o trabalho executado pela i-ésima forca que esta atuando na particula.
Se forem conservativas todas as forgcas mencionadas, teremos:
AK=ZWc=-JAU [0 AK+ZAU=0 O AK+2U)=4AE=0
Para cada forca conservativa teremos a sua energia potencial associada a ela, dai
a soma das energias potenciais. A soma das energias potenciais com a energia cinética
nos da a energia mecanica E . Quando existem apenas forcas conservativas, a energia

mecanica ndo varia AE = 0, sendo entdo uma constante de movimento.

Se, por outro lado, tivermos atuando também forcas ndo - conservativas (em par-
ticular a forca de atrito), teremos:

AK=3SWe+ZWa=-SAU + SWa O
AK+ZAU= SWa O
AK+3U)=AE= ZWa

AE=Ei-Ei= SWa

como é negativo o trabalho executado pela forca de atrito, acontecerd uma perda da
energia mecanica; a energia mecanica fina sera menor que a energia mecanica inicial

AE <0
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

7 |Um carrinho de montanha russa sem atrito chega ao alto da primeira rampa da figura
a seguir com velocidade v, .

Y A

i A
B
A H
hi2
v\ \ 4 \ 4 >
C X

a) Qual a sua velocidade no ponto A ?

Considerando o ponto mais baixo da trajetoria do carrinho como a origem do re-
ferencial da energia potencial, temos que

Uly=0)=0 e U(y=h)=mgh
Desse modo, a energia mecanica inicial é dada por:

2
E, = m;" +mgh

Como so estdo atuando forcas conservativas Ex = Eo e como a altura do ponto
A é a mesma altura da posicao inicial as velocidades serdo as mesmas:

Va = Vo

b) Qual a sua velocidade no ponto B ?

2

mvs , mgh =

m

Vé+ngﬂH 0 v, =,4vi+gh
2 RO

c) Qual a sua velocidade no ponto C ?

2 2

< O m;/°+mgh:m;/° O v, =4VZ+2gh

d) A que altura chegara a ultima rampa, que € alta demais para ser ultrapassada?

2 V2

» O mVO+mgh=mgH O H=h+_—~*=
2 29
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Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

10

Um projétil de massa 2,40kg é disparado para cima, do alto de uma colina de 125m
de altura, com uma velocidade de 150m/s e numa direcéo que faz 41° com a hori-

zontal.
a) Qual a energia cinética do projétil no momento em que é disparado?
m = 2,40kg
Qiﬁﬁgbs K0=ngSZZIWMJ
6 = 41°
b) Qual a energia potencial do projétil no mesmo momento? Suponha que a energia
potencial gravitacional € nula na base da colina (y=0) .
Up=mgh=2.940J
c) Determine a velocidade do projétil no momento em que atinge o solo. Supondo

gue a resisténcia do ar possa ser ignorada, as respostas acima dependem da
massa do projétil?

2

2
E, =E, O m;F:%+mgh 0 v, =V +2gh

As respostas dos itens a e b dependem da massa do projétil, como pode ser
constatado nas equacoes. A velocidade ao atingir o solo ndo depende da massa
do projétil, como pode ser notado na equacédo anterior.

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

13

Uma bola de massa m esta presa a extremidade de uma barra de comprimento L e
massa desprezivel. A outra extremidade da barra é articulada, de modo que a bola
pode descrever um circulo no plano vertical. A barra € mantida na posicéo horizontal,
como mostra a figura a seguir, até receber um impulso para baixo suficiente para
chegar ao ponto mais alto do circulo com velocidade nula.

a)

Cap 08

A
Qual a variacdo da energia potencial da bola? vy

Considerando o ponto mais baixo da trajetéria
da bola como a origem do referencial da
energia potencial, temos que U(y=0) = 0. Des-
se modo, a energia potencial gravitacional é
dada por

U()=mgy

A diferenca de altura entre as posicdes inicial >
e final é L, logo: X

AU=mgAldy=mglL
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b) Qual a velocidade inicial da bola?

Vamos considerar como origem da energia potencial o ponto mais baixo da tra-
jetodria da bola.

Ei:Ef

may, +%mvi2 = mgy, +%mvf2 0 mgL +%mvi2 =mg(2L)

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

17 | Uma mola pode ser comprimida 2cm por uma forca de 270N . Um bloco de 12kg
de massa € liberado a partir do repouso do alto de um plano inclinado sem atrito cuja
inclinagéo é de 30° . O bloco comprime a mola de 5,5cm antes de parar

a) Qual a distancia percorrida pelo bloco até parar?

Lo =2cm =0,020m

Fo = 270N D
6=30°
m = 12kg

L =5,5cm = 0,055m

Inicialmente vamos calcular a constante
elastica da mola:

Fo=klLo [ k=13.500N/m

Seja D a distancia que o bloco ira percorrer antes de parar. Parte dessa distan-
cia (D - L) o bloco percorre livre e a outra parte ( L ) ele percorre comprimindo a
mola. Inicialmente ele estava em repouso e tinha energia potencial gravitacional,
e apds o movimento de descida ele volta ao repouso e agora a sua energia e
potencial elastica. Aconteceu uma transformacao de energia: de potencial gravi-
tacional para potencial elastica. temos portanto que:

1
mgh = =kL®
J 2
Mas
h=D senf
entao
1 .., kL?
mgDsenf ==kL° 0 D=——=0,347m = 34,7cm
2 2mg sené

b) Qual a velocidade do bloco no instante em que se choca com a mola?
Quando o bloco percorreu livre a distancia D - L, ele diminuiu a sua altura de h’,

Cap 08 romero@fisica.ufpb.br 12
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como mostrado na figura. Logo:
h"=(D-L)sen6=0,146m

Se v for a velocidade com que o bloco se choca com a mola:

mgh'= %mv2 0 v =42gh =1,69m/s

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

23

32

A corda da figura a seguir tem L = 120cm de comprimento e a distdncia d até o
pino fixo P é 75cm . Quando a bola é liberada em repouso na posi¢ao indicada na
figura, descreve a trajetéria indicada pela linha tracejada.

a) Qual a velocidade da bola quando esta

passando pelo ponto mais baixo da yA
trajetdria? < L >
Considerando o ponto mais baixo da 1 ‘
o . y A
trajetéria da bola como a origem do re- 3 i
ferencial da energia potencial, temos Y
que U(y=0)=0 e U(y=L) =mgL . %o |d
S S Py
Como a energia mecanica se conserva: A
Ei=E; e P r
................ . v >
1
mgL = Emvz2 0 v, =,2gL =4,84m/s 5 x
3

b) Qual a velocidade da bola quando chega ao ponto mais alto da trajetoria, depois
gue a corda toca no pino?
De maneira equivalente, temos a conservacao da energia mecanica:

E1:E3

mgL = %mv32 +mg[2(L -d)
de onde encontramos que:

vV, =429 (2d -L) = 2,42m/s

Mostre que se a bola faz uma volta completa em torno do pino, entdo d >3L/5.

A bola ira fazer uma volta completa e passar pelo ponto 3 sem afrouxar a corda
guando a velocidade vz tiver um valor minimo tal que a for¢a centripeta seja
igual ao seu peso. Essa imposicao implica que a tensdo na corda seré nula.

2

P:(Fc)3 0 mg:mVT3 0 vjzgr:g(L—d)

Usando o resultado do item anterior, temos:
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vi=2g(2d-L)=g(L-d) O d===

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

25

Deixa-se cair um bloco de 2kg de uma altura de 40cm sobre uma mola cuja cons-
tante € k = 1960N/m . Determine a compressao maxima da mola

m = 2kg
h =40cm =0,40m
k = 1960N/m

h
A mola sera largada com velocidade nula, caira até

encontrar a mola, pressionara a mola até alcancar

novamente o repouso. Desse modo, ela tera ener-

gia potencial gravitacional na posicdo inicial e 1 L
energia potencial elastica no final:

Ei:Ef
mgth+L)=2k> 0 L=2MhH+y) g 2-209 _2Mdy g
2 k k k
2Mg , [FPMIH 4 42M9
L=k YokoO k ~ _002+018 _[#+010
2 2 008

Como L deve ser positivo, a solu¢éo aceitavel fisicamente é:

L =0,10m = 10cm

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

28

O médulo da forca de atracdo gravitacional entre duas particulas de massas m; e
m, é dado por:

m,m
F(x)=G—=*
X
onde G éuma constante e x € a distancia entre as duas particulas.

a) Qual é a forma funcional da energia potencial gravitacional U(x) ? Suponha que
U(X) - 0 quando x — oo

De maneira geral nés temos que: m; m;
I @ <0 O
U(rl):U(rO)—J‘F(r)mr ﬁ
o 4 1 >
Xo
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Como

0 F(7) = ~F(x)
dr = (=i )(=dx) = idx

temos:

% dx

U(x,) :U(Xo)_}(_ iA|:(X))E(iAdx)=U(xo)+_[F(x)dx U(x,)+Gm, mZJ‘

U(x,) = U(xo)—GmlmZ%% —Xi%

Usando as condic¢fes indicadas no enunciado, encontramos que:

U(x,) = -G 1Mz

1
b) Qual o trabalho necessario para aumentar a distancia entre as particulas de
Xa=X1 para Xp,=x; +d?

AU =U(x,) -U(x,) = -W,,

m.m m.m X, — X d
L2 +G—2=Gmm,——2 0O W_, =-Gmm,

-W. = - -
* © Xy X X, X, Xl(xl + d)

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo
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Um pequeno bloco de massa m desliza sem atrito na pista da figura a seguir.

a) O bloco é liberado em repouso no ponto P . Qual a forca resultante que age so-
bre ele no ponto Q ?

No ponto Q existem duas forcas atu-
ando no bloco: o seu peso e a forca que

a pista exerce nele (normal). A normal é

a forca radial que esta atuando, ou seja

€ a forca centripeta. Para calcular a
forca centripeta vamos usar a conser- 5R
vacdo da energia mecanica, ou seja: a
energia mecéanica no ponto P éigual a
energia mecanica no ponto Q.

Ep = EQ
1 2
mgh, =mgh, +§va

v:=2g(h, -h,)=2g(5R -R)=8gR

Q
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2
VQ

N=F 2
R

c:m :m—8gRR [l N:8mg

A forca resultante sera R=P +N .Como esses vetores sio perpendiculares, a
resultante € a hipotenusa de um triangulo retangulo, e portanto:

R=+P>+N? =/(mg) +(8Bmg) O R =+65mg

b) De que altura em relagéo ao ponto mais baixo da pista o bloco deve ser liberado
para que esteja na iminéncia de perder o contato com a pista no ponto mais alto
do semi-circulo?

Quando o bloco perde o contato com a
pista , a normal se anula (e vice-versa).
Nessa situagdo, a Unica forgca que esta-
ra atuando no corpo sera 0 Seu peso e
portanto a forga centripeta sera igual ao
peso:

v: 1, 1
m—=m O —mv: =—mgR
R g 2 " 2 g

Na posicao inicial, quando o bloco € solto ele tem apenas energia potencial gra-
vitacional, logo:

E, =E., O mgh:%mvﬁ+mg(2R):%ng+2ng:gng O h:§

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Uma corrente é mantida sobre uma mesa sem atrito com um quarto do seu compri-
mento pendurado para fora da mesa, como mostra a figura. Se a corrente tem com-
primento L e uma massa m , qual o trabalho necessério para puxa-la totalmente
para cima da mesa?

A forca necessaria para puxar com velo-
cidade constante a corrente para cima da
mesa é uma forca variavel. Ela depende
da quantidade de corrente que esta pen-
durada. Num pedaco de corrente de ta-
manho y temos uma massa m(y) e no
tamanho total M temos a massa total M,
logo:

U] X7 =

m(y) - y% m(y)

—|Z

M
0O m = —
(y) Ly

A forca necesséria, tera a forma:

Fiy)=E19f,
oL O
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LI,
W, = [F r
F=-JFy) B . cne 0
dr = —jdr = jdy

Capitulo 8 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

37 |Um menino esta sentado no alto de um monte hemisférico de gelo. Ele recebe um
pequenissimo empurrdo e comeca a escorregar para baixo.

Mostre que, se o atrito com o gelo puder ser desprezado, ele perde o contato com o
gelo num ponto cuja altura é 2R/3 .

O menino vai descer do monte
acelerado. Podemos separar as N
aceleracdes em aceleracao radial e

aceleracdo tangencial (aceleracéo
centripeta) : 7]
P + N : m é R .....‘

E Psenf =ma,

N=Pcosf-magr [J N=m(gcosf-ar)

O corpo do menino perde o contato com o hemisfério quando a normal se anular,
logo para 6=6g:

2
N=0 [O aR:gcosec,:VE0

Como este sistema € conservativo, a energia mecanica do menino no topo do he-
misfério sera igual aquela no dngulo 6 =6y :

ng:mgh+%mv§ ; h=Rcos9,
vZ=2gR(-cos6,) O a, :%:Zg(l—coseo)

Mas quando a normal for nula
ar =g coséh=2g (1-cosk) O cosé, =§

h=Rcos6, U hzz?R

Cap 08 romero@fisica.ufpb.br 17



Verséao preliminar
10 de setembro de 2002

[09. SISTEMA DE PARTICULAS ... ttiiitti ittt ittt sttt sette st et testeeseeeesitesietesseeeseeeesareesieeesaees 2|
IO CENTRO DE MASSA .ttt tiisisietiesssssieseesassassassasssassssssasssssssesasssesassasssessssessesssessssassesesaneas 2
Bistema de particulas - Uma dIMENSE0 ..............c.oooveeeeeeereeereeireeereeerneensenseinsienseinneeens 2
Sistema de particulas - DUAS QIMENSOES .........cccvvuuuiiiiiiiiiieeiieeeeeeiieeeeeeiiieeeeeeereeeeeenes 3
Sistema de particulas - TréS AiIMENSOES ........cccuuiiiuiiiiiiiiiiieieiee e eeeeeeeeaeeeaieaeens 3
Sl Lo N e T (o 4
IMOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA ....uitiiiiiitiiieieit et e et e et e e et e e tae et et eeneetaeaaaeneetaeanaenaennaens 5
MOMENTO LINEAR DE UMA PARTICULA ....iiietuuieieetti e eeeeetteeessssseeesssssnsesssssssseessssssseesessnseesenes 6
MOMENTO LINEAR DE UM SISTEMA DE PARTICULAS ....civvvuiieiiitieeeeeitieeeeeeetieeeeeeesnseeseesnnaeeseees 6
CONSERVACAO DO MOMENTO LINEAR ....eivetteeeeete e eeeeetteeeeeeetteeeeseetaaaeesestnaeessssnnaeessssnneeesenen 7
SOLUCAQ DE ALGUNS PROBLEMAS ....ccuuiitiiit et et et et ee et e e et e e e eeaeeetaeeeeeenaeeneenneeenaeennns 8
DD e ieeieetieeeeees.eesssss.sesesssssseesssssssesssssssesessssssssssssnsessssnnttessnnntteestntttesstntoetessnsteeeerees 8

I PP PPPPPPR 8
PP TPPPPPPT 9
PP PP PPPPPn 10
T 10

B et ieieiiieeeeeetieeeeest.eeessss.sesssssssseesssssseessssssseesssssneeesssnntetsssnnttttssnntetestnnteeressnieeees 12

1 S PP 13

| PP PP PPPPPn 13
(R T T T T T T T T T TP PP PP TP P PP PPN 15

2 L e ieeeeeee.eeesees..ieesssssseesssssssieesssssssessssssseessssssiiesssssniiesssssiiiessssiiierrssinieenes 15
T — 17
PP 18
B oo ettt e e e ettt eeeeett—eaeetanaeerernaeereranaeeerraneeeerrnneeaas 19
PP PP PPPPn 20




Prof. Romero Tavares da Silva
09. Sistema de particulas

O centro de massa

Mesmo quando um corpo gira ou vibra, existe um ponto nesse corpo, chamado
centro de massa, que se desloca da mesma maneira que se deslocaria uma Unica parti-
cula, com a massa deste corpo e sujeita a0 mesmo sistema de forgas que ele.

Ainda que o sistema nao seja um corpo rigido mas um conjunto de particulas, pode
ser definido para ele um centro de massa, como veremos adiante.

Sistema de particulas - Uma dimenséao

Vamos definir inicialmente a posicdo Xcvw do centro de massa para um sistema
composto de duas particulas de massas m; e m, e que ocupam as posi¢cdes X; € Xz .

— m, X, +m,X, msy mo

I —— | o o

ou X
2
- m, E( N m, E( « >
cMm _E 1 E 2
1+m2 1+m2

Podemos olhar a dltima equacdo como uma média ponderada da posicado de cada
particula de massa m; onde o "peso” de cada termo é a fracdo da massa total contida na
posSIiCao X;.

Para um sistema de N corpos dispostos ao longo de uma linha reta, podemos fa-
zer uma extensédo da definicdo anterior:

N
CmX, FMX, .M X, ;mixl
XCM - -

N
m, +m, +...+m, Sm,

Iremos definir a massa total do sistema como M, onde:

N
M=¥Ym
e desse modo teremos:
N
Mx., = Zlmi

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 2
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Sistema de particulas - Duas dimensodes

Para a definicdo do centro de massa de um sistema de N particulas distribuidas
em um plano podemos, por analogia com as definicdes anteriores, considerar que:

M M, FeEmyx, M 1%
o m,+m, +...+m, : M &

2m

m.
g MY My, om0 i%
o m,+m, +...+m, S M &

2™

Sistema de particulas - Trés dimensofes

Para um sistema de N particulas distribuidas em trés dimensdes temos as se-
guintes defini¢des:

1N

Xem :MI: m; X;
1 N

Yeu :MI: my,
L

Zgy =MI= m, z;

Se considerarmos que:

teremos:

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 3
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Corpos rigidos

Podemos imaginar um corpo rigido como sendo subdividido em pequenos ele-
mentos de volume AV; de massa Am; respectivamente, que estdo localizados em pon-
tos definidos por coordenadas ( xi, Vi, zi ) . Neste cenario, teremos as seguintes equa-
coes:

N
inAmi

XCM

o
ZAmi

Sy Am,

— 1=l
yCM_ N

.ZAm‘

%ziAmi
Z,, =———

o =
ZlAmi

Se os elementos de volume AV; - 0, as massas contidas nesses elementos de
volume também de serdo reduzidas, ao ponto de Am; - 0 . Quando isso acontece,
aquelas somas se transformam em integrais:

e concluindo:
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Movimento do centro de massa

A partir da definicdo de centro de massa temos a seguinte equacao:

A variacdo dessas posi¢cdes com o tempo é calculada como:

—

drey _ m1%+ m, ar, +...+m, dry
dt dt dt dt

M

de modo que a velocidade do centro de massa tem a forma:
MvV,, =myV, +my, +...+m

A variagdo dessas velocidades com o tempo é calculada como:

M d\7CM —_

av, v,
m,—X+m, +...+m,
dt dt dt dt

de modo que a aceleracdo do centro de massa tem a forma:

Cada termo da equacédo anterior refere-se a uma particula especifica, e é igual a
forca resultante que atua nessa particula.

— — — N
Ma,, =F, +F, +...+F, :ZlFi

Mas a forca resultante que atua em uma particula que faz parte desse sistema é
composta de duas partes: as forcas externas a esse sistema que atuam em cada particula
e as forcas internas de interacdo mutua entre as particulas.

—

Mé‘CM = (FlEXT + IfllNT )+ ('fZEXT + IE2INT )+ T ('ENEXT + IEN'NT )

z ('fiEXT + 'EiINT ) = 'fEXT + 'fINT

1=1

Mas quando considerarmos a soma das forgas internas estaremos incluindo pares
de forcas que se anulam, segundo a Terceira Lei de Newton por serem acao e reacao.
Por exemplo: iremos incluir as forgas que a particula 2 exerce na particula 3 como tam-
bém as forcas que a particula 3 exerce na particula 2 . E essas for¢cas de interacéo se
anulam. Isso acontece com todos os pares de particulas que considerarmos. Assim a
soma total das forcas internas que atuam em um sistema de particulas é nula, e desse
modo:

M aCM = FE><T
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Essa equacéao diz que o centro de massa de um sistema de particulas se move
como se toda a massa M desse sistema estivesse concentrada nesse ponto e essa
massa estivesse sob a acéo da forca externa resultante.

Momento linear de uma particula

Define-se 0 momentum (ou momento) linear de uma particula como sendo o pro-
duto de sua massa por sua velocidade:

p=mv

Conta-se que Newton na realidade formulou a sua Segunda Lei em termos do mo-
mento, da seguinte maneira:

A taxa de variagcdo do momento de uma particula é proporcional a resultante das forcas
gue agem sobre essa particula, e tem a mesma direcdo e 0 mesmo sentido que essa for-

ca.

- dp _d -
F, =—=—mv
T T g ™)
Para os sistemas de massa constante:
F, = B mz
dt dt

Momento linear de um sistema de particulas

Para um sistema composto de N particulas, definimos o momento total como:

—

— — — N —_
P=p, +p,+...+p, :lei
ou ainda:

N
P=myv,+my, +...+myVv, = Zlmivi =Mv,,
I =

Jé& foi mostrado que:

~ dv =
MaCM =M d;M = FEXT
e quando M = constante , temos
-~ d .- dP
FEXT = E (MVCM ) = E
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Conservacao do momento linear

Quando estivermos considerando um sistema isolado, onde a resultante das forgas
externas for nula, teremos:

E.-on %-op P=p, +p, +...+p, =constante

EXT
t

indicando que 0 momento total do sistema € uma constante. Por exemplo, huma colisao
entre duas bolas de bilhar, o momento total desse sistema isolado se conserva: 0 mo-
mento total antes da colisdo é igual ao momento total depois da coliséo.

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 7
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

2

A distancia entre os centros dos atomos de carbono C e oxigénio O em uma molé-
cula de monéxido de carbono CO é de 1,131x10°m . Determine a posicéo do cen-
tro de massa da molécula de CO em relacdo ao atomo de carbono. Use as massas
dos dtomosde C e O.

Por definicdo temos que:

_M,d, +M_.d. Mg
ML F M, O
onde do=d-dc

Vamos escolher a origem do eixo x como passando pelo &tomo de oxigénio. Com
essa escolha teremos dy=0 e dc =d = 1,131x10"°m, e portanto:

. = M.d
°M|vl+|v| +M

dem = 0,571 d = 0,645x10°m

<V

considerando que:
Mo = 15,994g/mol
Mc =12,011g/mol

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

3

Quais sao as coordenadas do centro de massa das trés particulas que aparecem no
desenho a seguir? O que acontece com o centro de massa quando a massa da parti-
cula de cima aumenta gradualmente? As unidade das distancias é o metro.

a) o = MX +m,x, + m,X, 3
M m,+m, +m,
3x0+8x1+4x2 _ 16 8,0kg
Xew = =—=107m 2
3+8+4 15
—1
myy, +m2y2 +m3y3 40kg
= -1 3
You m, +m, +m, .
3x0 +8x2 +4x1 _ 20 3,0kg
Yem = =—=134m
3+8+4 15 q ) 5 5
%
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b) O que acontece com o centro de massa quando a massa da particula de cima
aumenta gradualmente?

Usando as definicbes das coordenadas do centro de massa, podemos dizer que:

F —_ mlr?l +m2F2 +m3F3
M m,+m, +m,

Se a massa da particula 2 aumenta gradualmente, passando do valor m;, para
o valor m; + Am; , a equacédo acima tomara a forma:

Fi — mlrl + (mz +Am2)F2 + m3F3 =+ Amz r
M m, +m, +m,  m i +m,+m, °
ou seja:
- ~ - Am, _
ArCM = RCM —lew = r,

m, +m, +m,

Conclusédo: Se uma das particulas aumentar gradualmente a sua massa, 0 centro
de massa gradualmente se movera de acordo com a equacdo anterior para Ar,,,

Capitulo 9 - Halliday e Resnick - Edi¢do antiga

3A | Calcule o centro de massa de uma haste com uma distribuicdo uniforme de massa,
de comprimento L e massa M.

Vamos considerar um elemento de massa
dm de largura dx localizado na posi¢céo

X . Como a distribuicdo de massa € uni- dm
forme, podemos dizer que:
dm - dx «—» X
O _ Bﬂ&i X
0 O dm= X
0L 0O < >
HM - L L
X -1 xdm 0O X —iLx dxH——Lxdx—lx—2L
o "] o M! oL O ! L 2|,
_L
Xew = E
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

4 | Trés barras finas de comprimento L s&o dispostas em forma de U invertido confor-
me a figura a seguir. As duas barras laterais ttm massa M e a barra central massa
3M. Qual a localizagdo do centro de massa do conjunto?

L y A
< >
3M mo
A .| A —
L M M L m m
v v ‘

Para o calculo do centro de massa desse conjunto as barras se comportam como se
as suas massas estivessem concentradas em seus respectivos centros de massa.
Escolhendo um sistema de coordenadas, as massas estdo nas posicoes:

O _ Mx0+3MxL/2+MxL _ L

m,=3M e (L/2;L) O 0

Hm3=M e (LiL/2) 0 _MxL/2+3MxL+MxL/2 _4L
H’CM M +3M + M 5

Capitulo 9 - Halliday, Resnick - Edi¢do antiga

7 | Calcule o centro de massa de um fio em forma de arco de raio R, angulo 6, e mas-
sa M.
. . A
Como definido anteriormente, temos: y
1
Xew = MIde
1
You =37 1Y dm

Considerando que a distribuicdo de mas-
sa no fio é uniforme, podemos encontrar
uma relacdo entre a quantidade infinite-
simal de massa dm e o angulo d@ que
delimita essa massa, usando a proporgéao

a sequir:
- dé
m 0 dm=Mgg
oM - 6, 0,
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Prof. Romero Tavares da Silva
A posicdo ( x,y) de um elemento de massa genérico dm é pode ser expressa
como:
X =R cosf

y =R senf

(Rcos@)% E Qig 0 90 —sen@O

Desse modo termos:

E

1
Xem :MIde

Oy P

1
M

CD

e de modo equivalente:

R % R o R
(Rsene)% E e—g en@d@z—eO i —a(l—coseo)

1 1°
yCM—MJydm M

Ol &P

A partir desses resultados podemos o centro de massa de outras figuras se-
melhantes:

i Um quarto de circulo 6, = 2 .

2R

- R - 2R
Xew = mzsen(n/Z) -

_R
ppy (1 COS(T[/ 2)) =

Y

(@)
<

ii. Um semicirculo 6, =1t

I A

iii. Um circulo 6,=2m1

Xew = %sen(Zn) =0

O
<

Y

2377 (1-cos(em))=0
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick - Edi¢cdo antiga

8 | Calcule o centro de massa de um quarto de disco de raio R e massa M.

O centro de massa € definido como: y A
1
Xey = — [xdm
Vil
_ 1
You =— [y dm
M I > «

onde o elemento genérico de massa dm esta contido em um elemento de area dA
no interior do disco e essas grandezas estao relacionadas:

WA - dm
[
U

Ha -

onde o é a densidade superficial de massa do disco. Temos ainda que:

0 dm="ga=0dA
A

7.R2
4

A =

A =(rd@)dr)=rdrde

0000

[X =rcos@

Ey =rsen@
Temos entao que:

Rm/2 w2

Xey = %dem ——”xadA—zj J’(r cosO)(r dr de):%jrzdr [cos6de

o B n/2} o R® / 2 R®
Xey =— 00— 0OS n6| ==t
M B3], 0 M 3 M 3
w. =R
CcM 37_[
De maneira equivalente
d dA 6)r dr do) = rdr [sen6de
Yeu J’y m——”ya ——‘[!’rsen r r _M-! r!'sen
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R
oG )l o R® 2 R®
yCM =—[F— -C 9|0l}____ﬁ_
|\/|§3O M 3 M 3
y _ 4R
CM 37_[

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

15

Um homem de massa My estd pendurado em uma escada de corda presa a um
baldo de massa Mg , conforme a figura a seguir. O baldo esta parado em relacéo ao
solo.

a) Se o homem comecar a subir a escada com velocidade v (em relacdo a esca-
da), em que dire¢cdo e com que velocidade (em relacdo a Terra) o baldo vai se

mover?

R A
V=ijv y
+ Ms

onde Vy € a velocidade do homem em
relagéo ao solo e Vg € a velocidade do
baldo em relag&o ao solo.
Como o conjunto homem + baléao esta-
va inicialmente em repouso, e a resul-
tante das forcas externas € nula, temos
que:

(MH +MB)\7CM :MHV +MB\78 :O

H

ou seja:
- S - M » M
MBVB+MH(VB +V)=0 O vg=- . =~ :
H + |\/IB H + MB
b) Qual sera o movimento depois que o homem parar de subir?

O baldo novamente ficard novamente estacionario pois se vem =0 e vy =0 te-
remos que vg=0.

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

17

Um canh&o e um suprimento de balas de canh&do se encontram no interior de um va-
gao fechado de comprimento L , como na figura a seguir. O canhao dispara para a
direita; o recuo faz o vagao se mover para a esquerda. As balas disparadas continu-
am no vagao depois de se chocarem com a parede oposta.

a) Qual a maior distancia que o vagao pode ter percorrido depois que todas as ba-
las forem disparadas?

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 13
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Vamos considerar que existem N ba-
las de canhdo de massa m cada, e
gue sédo disparadas para a direita com
velocidade vg . ) @)
O vagao e o canhdo tém conjuntamente
uma massa My . X L-xX

Apo6s o disparo de uma bala para a di- DL E—
reita o conjunto vagao + canhdo + ( N -
1) balas se deslocam para a esquerda J

com velocidade vr .

Inicialmente todo esse aparato estava ) @)
em repouso, logo a velocidade do cen-
tro de massa sera nula:

. - - - [ m L.
M. +Nmj|v., =[M; +(N-1m|v. +mv, =0 O v, =-
[ T ]CM [ T ( )]T B T EMT"'(N_l)mEyB

Pelo desenho podemos notar que apés o tiro a bala se deslocou uma distancia
L - X e como consequéncia do recuo o vagao se deslocou uma distancia x . Ou
seja:

[ X=v,t .

0 X - X X

a 0 ot=X-= 0 v, =0* 8,

VeV, O -x0
H -x=v,t

Usando as duas ultimas equacgdes encontramos o valor de x , o deslocamento
do vagao para um unico tiro de canhéo:

m
X =
o

Depois de N disparos, o vagao tera se deslocado uma distancia d =N x :

d = Nm %
%QT+Nm

O maior deslocamento possivel acontecera quando a massa total da balas N m
for muito maior do que a massa do vagéo. Nessa situacao teremos que:

se Nm > My [ d=L
Qual a velocidade do vagéao depois que todas as balas forem disparadas?

O conjunto vagao + canhdo + balas voltara ao repouso pois inicialmente esse
sistema tinha o centro de massa com velocidade nula.
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Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

18 | Deixa-se cair uma pedra em t =0 . Uma segunda pedra com massa duas vezes
maior que a da primeira, é largada do mesmo ponto em t=100ms .

a) Onde estard o centro de massa das duas pedras em t = 300ms ? Suponha que
nenhuma das pedras chegou ao chéo.
Ya
My =m At=100ms =0,1s t‘ t%_
my = 2m T =300ms =0,3s

As equacdes de movimento das particulas séo:

0 _ gt} _ gl+at)
Y= T
[
D 2
U t t?
0y, 9% __9
0 2 2
O centro de massa desse sistema tera a forma:
Ogft+at)O 0 gt’C
mD‘*D H H 5 .
yo (t)=_" O __gt+at) gt
M +2m 6 6
Para t=0,3s

Ycm ( 0,35) =-0,40m
b) Qual a velocidade do centro de massa desse sistema nesse momento?

dyCM __1

Vg (t) = =25 —gg(2t+At)

Vem (0,3s) =-2,28m/s

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

21 | Dois sacos de aglcar idénticos sdo ligados por uma corda de massa desprezivel, que
passa por uma roldana sem atrito, de massa desprezivel, com 50mm de diametro.
Os dois sacos estdo no mesmo nivel e cada um possui originalmente uma massa de
500g .

a) Determine a posicéo horizontal do centro de massa do sistema.

Inicialmente os dois sacos estdo no d =50mm = 0,05m
mesmo nivel, logo M; = M, = 5009g = 0,5kg
_My, +Myy, _
yCM =T e a . aa
M, +M,

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 15
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« _Mx, +M,x, _M,.0+M.,d _H M, |
- I\/Il-l-l\/IZ I\/Il-i-l\/IZ H\/I1+M2

Xcm = 0,025m = 25mm

b) Suponha que 20g de acucar sdo transferidos de
um saco para outro, mas 0s sacos sao mantidos

nas posicdes originais. Determine a nova posicao M M
horizontal do centro de massa. X
mz = 0,48kg d
m, = 0,52kg
m, X, + m,X m
X, =MX*MX, o M, Eﬁo,ozam y
ml + m2 Hnl + m2

c) Os dois sacos séo liberados. Em que direcdo se move o centro de massa?

Ja foi mostrado anteriormente que os sacos tém, em modulo, a mesma acelera-

cao:
a= 2~ My
2 +ml

e elas tém sentido contrarios:

Como:

encontramos que:

QD

@]

<

1

—
+ |
HB I—‘B
T

e}

Como a aceleracao é constante, a velocidade do centro de massa tem a forma:

Vew =Voen tagy t=ag, t

pois a velocidade inicial € nula. Desse modo teremos que:

2
~ ~ —ml
Vew = 1 H= Egt
2+ml

e portanto o centro de massa se desloca para baixo.
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d) Qual a sua aceleracéo?

Ja foi mostrado que

—

ey = |

2
-E::z_ml
2+mlEg

e) Como varia a posicao do centro de massa a medida que 0s sacos se movimen-

tam?
L., oat
r1 - r01 +V01t + 2
. a,t?
r, =rg -l_Vozt + 2

Relembrando que:

encontramos

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

22

Cap 09

Um cachorro de 5kg esta em um bote de 20kg que se encontra a 6m da margem.
Ele anda 2,4m no barco em direcdo a margem, e depois para. O atrito entre o bote e
a agua é desprezivel. A que distancia da margem esta o cachorro depois da cami-
nhada? Sugestdo: O cachorro se move para a esquerda; o bote se desloca para a
direita; e o centro de massa do sistema cachorro + bote ? Sera que ele se move?

Mc = 5kg d=6m
Mg = 20kg s=2,4m

Antes de comecar a resolugdo vamos
fazer algumas suposicoes:

O cachorro esta na extremidade do
bote mais afastada da margem

O bote tem forma simétrica, tal que
0 centro de massa esta localizado
Nno seu centro geometrico.

romero@fisica.ufpb.br
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M. +M,)a,, =F., =0 O (M, +M,)V,, =constante

Como o conjunto cachorro + bote estava inicialmente em repouso, a velocidade do
centro de massa era nula e ird permanecer com esse valor pois a resultante das for-
cas externas é zero.

(MC + MB)\7CM = MCVC + MBVB = 0

Antes do cachorro se mover a posigao do centro de massa tem a seguinte forma:

L _OM +{d-L/2)m,
CM Mc + MB
Depois que ele se moveu, a posicéo de centro de massa, tem a seguinte forma:

o l@-)+x +(-shm +[@ L)+ x, +L/2m,
CM MC+MB

Como a velocidade do centro de massa € nula, ele ndo se moveu e portanto as duas
equacgdes anteriores séo iguais. Fazendo essa igualdade encontramos que:

(x, -sM, +x,M, =0 O x,(M.+M,)=sM, O XO=E\AM7°%:O,48m
C+MB

D=(d-L)+x,+(L-s)=d+x, —s=4,08m

Capitulo 9 - Halliday e Resnick - Edi¢do antiga

30

Um sapo de massa m esta parado na extremidade de uma tdbua de massa M e
comprimento L . A tabua flutua em repouso sobre a superficie de um lago. O sapo
pula em direcdo a outra extremidade da tabua com uma velocidade v que forma um
angulo 6 com a horizontal. Determine o modulo da velocidade inicial do sapo para
gue ele atinja a outra extremidade da tabua.

Vamos supor que quando o sapo L
pula, a parte da tabua onde ele 0" e
<

estava afunda um pouco, mas volta

a boiar, de modo que quando ele L
tocar na outra extremidade, a tdbua

jaestara na posicao horizontal. e

Como o conjunto estava em repou- ".
so, a velocidade do centro de mas-
sa é nula. < X >

O sapo salta para direita e a tabua se move para esquerda com velocidade V.

mv cos 8

(m+M)vCM:O:mvcost9—MV 0 V= v

O sapo ira permanecer no ar um tempo t, e portanto o tempo de subida sera metade
desse tempo de voo, logo:

Cap 09 romero@fisica.ufpb.br 18
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2 né
v, =vsen9—gBt—H o t=2Yseny
RO g
Desse modo, o deslocamento horizontal x do sapo, sera:
Xx=(vcosO)t

e o deslocamento horizontal da tdbua L - x, sera:

L—-Xx :Vt:MB
O M U

ou seja:
L:(vcos@)t+m(vcose)t =B-+m@vcose B_ m@v 2vsen9
M O M 0 M g
ﬁEH Esenze
g0
ou seja:

gL

EL+EE5en29
O MO

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

34

Dois blocos de massas 1kg e 3kg respectivamente, ligados por uma mola, estdo
em repouso em uma superficie sem atrito. Em um certo instante sédo projetados um
na direcdo do outro de tal forma que o bloco de 1kg viaja inicialmente com uma
velocidade de 1,7m/s em dire¢do ao centro de massa, que permanece em repouso.
Qual a velocidade inicial do outro bloco?

Ms = 3kg w1
vy =1,7m/s >

X

De maneira geral temos que:

M aCM = I:EXT

A partir da equacéo anterior temos que quando a resultante das forcas externas for
nula a velocidade do centro de massa sera constante. Mas como o0s blocos estavam
inicialmente em repouso, a velocidade do centro de massa sera nula:

Mv,, =MV, +M,v, =0
ou seja:
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Mas V, =i17m/s , logo

v, :—f%ﬂ 0 v, =-i5lm/s

Capitulo 9 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

37 |Uma vagao plataforma de peso P pode rolar sem atrito em um trecho reto e plano
da linha férrea. Inicialmente, um homem de peso p esta de pé no carro, que se
move para a esquerda com velocidade vy . Qual a variagéo da velocidade do vagao
guando o homem corre para a esquerda com uma velocidade vgg. em relacdo ao
vagao?

M = P/g <+
m = p/g

O momento inicial do conjunto é: <

—

P =(m+M)V,

Vamos considerar o homem passe a ter uma velocidade iv e que o vagao passe a
ter uma velocidade iV . O momento final do sistema sera:

P, =MV +mv

Mas a velocidade do homem em relacdo ao vagao, ou seja a velocidade relativa é
definida de tal modo que:

V=V 4V,
ou seja:

—

P. =MV +mlV +V,. )

Considerando que quando a resultante das forcas externas for nula o momento total
deste sistema se conserva, temos que:

(m +M)‘70 = M\7 +m67 +\7REL): (m +M)‘7 +m\7REL

_ - m -
Vo =V + Virel
m+M
Z N7 - _ m - _ P -
AV _V_Vo - Veer =~ Vel
m+M p+P
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Prof. Romero Tavares da Silva

10. Colisdes

Em um choque, forgas relativamente grandes, atuam em cada uma das particulas
gue colidem, durante um intervalo de tempo relativamente curto. Um exemplo corrigqueiro
seria um esbarrdo entre duas pessoas distraidas. Nao existe alguma interacdo significati-
va entre elas durante a aproximacéo e até que se choquem. Durante o choque existe uma
forte interacdo que eventualmente pode causar danos fisicos. Depois da coliséo volta-se a
situacao inicial onde n&o existia interacgdo significativa.

O que é uma colisao

Podemos analisar com mais detalhes esses eventos se considerarmos a colisao
entre duas bolas de bilhar, onde uma bola rola em direcdo a uma segunda que esta em
repouso.

De maneira equivalente ao esbarréo, A
mencionado anteriormente, ndo existe in- F(t)
teracao significativa entre as duas bolas de
bilhar enquanto elas se aproximam e quan-
do elas se afastam depois da colisdo. A for-
ca de interacdo que descreve a colisao tem
grande intensidade e curta duracdo, como
descrito no grafico ao lado.

Forgcas como essa, que atuam du- >
rante um intervalo pequeno comparado com f; t; t
o tempo de observagcdo do sistema, sao —
chamadas de forgas impulsivas. (D

Forca impulsiva, impulso e momento linear

Vamos considerar uma particula isolada, que se move com momento p . A partir
de um certo tempo t até um instante posterior t, passa a atuar sobre ela uma forca
F., . O momento da particula vai sofre alteragdo Dp devido a existéncia da forca atu-

ante e essa variacdo é também chamada de impulso J.A segunda Lei de Newton, tem
a forma:

—

d — T
L =Ft) p =F

o (t) dp = F(t)dt
ou seja:

Bt
odp = oF(t)dt \
Pi &

—— —r —— — —
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Forca impulsiva média

Algumas vezes é mais interessante considerar o valor médio da forca impulsiva
gue o seu valor a cada instante. Considerando a situacao unidimensional podemos definir
a forca impulsiva média F que atua em
uma particula durante a colisdo como F(t)

3= ¢ t)dt = Fox

t i

ou seja:
_ 1t _
F =—Fl(t)dt F
S o ()
Estamos considerando que a area t; t; t’
abaixo da curva F(t) é a mesma area abai- “—p
X0 da curva F , dai as integrais terem os (D

mesmos valores

Conservagao do momento linear durante uma coliséo

Vamos considerar duas bolas de bilhar com mesma forma e pesos diferentes.

Uma das bolas se movimenta em v, \
direcdo a segunda que estd em repouso.

Depois da colisdo as duas bolas se movi- My ' . m,
mentam em sentidos contrarios.

Durante a colisdo, entram em acao
as forcas impulsivas descritas anteriormen-

te. Abola 1 exerce uma forca F,, na bola E E
. . 21 12
2 e de maneira equivalente a bola 2 exer- t

ceumaforca F,, nabola 1.

Usando a terceira Lei de Newton, € V, «— —» V.
facil perceberque F, e F, s&o forgas de
acdo e reacao, logo: ’ Q
E, =-F

12 21

Logo

—— — —— — —
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Mas

21 \ mz =" Dﬁl
ou seja:
DP =Dp, +Dp, =0

Encontramos que o0 momento linear total P =, +p, de um sistema isolado com-

posto de duas bolas, se conserva durante uma colisdo. Esse resultado é facilmente ex-
tensivel para colisdes multiplas.

Colisdo elastica em uma dimenséao

As colisdes podem ser divididas em dois tipos, aquelas que conservam a energia
cinéticas - ditas elasticas, e aquelas que ndo conservam a energia cinética - ditas inelasti-
cas.

Vamos considerar a colisdo de duas bolas de massas m; e my descrita a seguir:

Antes da coliséo v, v,
Temos que Vy >Vy , Pois em caso contrario — > —

nao existiria a colisao.
@ @

Depois da coliséo
Temos que Vi <Vzr , POiS em caso contra- v
rio existiriam outras colisdes depois da pri- —> —>

"@ @~
>

Usando a conservacdo do momento linear total, temos que:

DP =Dp, +Dp, =0
ou seja:
(51F - 51I)+(52F - ﬁZI):O P ﬁll +62| = 61F +62F

Considerando apenas a situacao unidimensional, temos:

myv, +m,v, =myVv,. +m,v,.
ou seja:
ml(vll - VlF): mz(sz - V2|) (1)

Quando a coliséo for elastica, existe a conservacao da energia cinética total, logo:
1 1
=myV? myZ ==my:

+= == +=
171 27 21 17 1F 27 2F
2 2 2 2
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ou seja:

ml(V12| - V12F): mz(V2 -V, )

2F 21

ou ainda:
ml(vll +V1F)(V1I - V1F)=m2(vzl +V2F)(V2I - VZF) (2)
Dividindo a equacédo (2) pela equacédo (1), encontramos:

Vll +V1F =V2I +V2F (3)
ou seja:

Vi =V =V, - Ve P (VReIativa )I = NRelativa )F
onde a validade da ultima equacao se restringe ao caso de colisées elasticas.

Da equacédo (3) temos que:

Voe =Vy TV -V, (4)

e usando esse resultado na equacgéo (1), temos:

ml(vll - VlF) m (V TV - Vy, )- m,Vv,,
ou seja:

_aeml-ng & 2m, 9 5)
gml + m2 é gm + m B
Usando esse valor na equacéo (4) , encontramos:
-m, o

gm1+m2; gm +m2ﬂ

A partir das equacdes (5) e (6) poderemos analisar diversas situacoes:

a. As bolas tém mesma massa: m; =m,=m . O resultado desse tipo de colisdo é que as
bolas trocardo de velocidade:

‘:,VlF = 21
Ve :V1|
b. Uma particula esta em repouso:
i am, - m,
Vi = My
I, ml + m2 ﬂ
| .
i & 2m, 0
Ve = 1V1|
{ m,+m, »
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Nessa situacao ainda temos varias possibilidades:

bl. mi<m; p Vie<O0 p m; inverte o sentido da sua
velocidade.
b2. mi>m, b ViE > Vi) p m; diminui a sua velocidade
em relacao a situacéo antes
da coliséo.
b3. mp=m; p vie=0 p Uma bola para e a outra ar-
VoE = V1| ranca.

Colisdo elastica em duas dimensodes

Vamos considerar uma particula de massa m; e velocidade v, se deslocando
em direcdo de uma outra particula de massa m, que se encontra em repouso.

.....

Apos a colisédo as particulas se movem com velocidades v,. e v,. que fazem
angulos g e g com a direcao original da particula de massa mj .

e usando a conservagao do momento linear total, encontramos que:

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 6
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i P =P,

I

jem x: myv, =myV, cosq, +m,v, C0sq,
T . _

; emy: 0=-myv, senq, +m,v,. senq,

Para esse problema conhecemos, em principio, os parametros m; , m, vy € G .
Temos trés equacdes para calcular os valores das incognitas vig, Vor € G .

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br
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Solucéao de alguns problemas

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42. edicdo

19 |Uma corrente de agua colide contra uma pa de turbina estacionaria em forma de
"prato” , conforme a figura a seguir. O modulo da velocidade é v , tanto antes quanto
depois de atingir a superficie curva da pa, e a massa de agua atingindo esta por uni-
dade de tempo tem valor m constante. Encontre a forca exercida pela agua sobre a

pa.

m= fluxo de agua atingindo a pa.

3
<

A segunda Lei de Newton diz que a forca
resultante que atua na agua tem a forma:

- _Dp m .-
F=—=m =—Dv =nbDv <
Dt Dt

<i

Mas >

F= rrﬁ— va): - 2inv

A forca que a agua exerce na pa tem mesmo modulo e sentido contrario. ou seja:

— ~

F. =2inv

Pa

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42. edicdo

20 | Uma corrente de agua de uma mangueira espalha-se sobre uma parede. Se a velo-
cidade da agua for de 5m/s e a mangueira espalhar 300cm®/s , qual sera a forca
média exercida sobre a parede pela corrente de 4gua? Suponha que a 4gua nao se
espalhe de volta apreciavelmente. Cada centimetro cubico de agua tem massa de

1g.
v =5m/s , i3 ]
n= BOOCm3 /s = gxlo gn /s _
r =1g/cm® =10°Kg/m v
A densidade r de um corpo é definida <§
como:

r="""pb m=rv

V

onde m éasuamassae V o volume >

ocupado por esse corpo.

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 8
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O fluxo volumétrico n é definido como:
n =
Dt
O fluxo de massa meé definido como:

E suposto que a agua se aproxima da parede com velocidade de médulo v , colide
com ela de modo a escorrer suavemente. Desse modo podemos considerar como
nula a sua velocidade final.

DV =V, -V, =0-iv=-iv
A forca exercida pela parede sobre a agua tem a forma:

—

F=m DV =-irnv

9|9

m
Dt
A forca que a agua exerce na parede tem mesmo modulo e sentido contrario. ou
seja:

~

F =i rnv=1(10%Kg/m®(3x10*m?s)(5m/s) =11,5N

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42. edicdo

23

Uma bola de 300g com uma velocidade v = 6m/s atinge uma parede a uma angulo
g= 30° e, entdo, ricocheteia com mesmo angulo e velocidade de mesmo médulo.
Ela fica em contato com a parede por 10ms.

a) Qual foi o impulso sobre a bola?

AY
m = 300g = 0,3kg
v =6m/s \7&
g=30°
O = 10ms = 0,01s “.q.
O momento linear da bola é: >
X

p=mv i
onde: q
B ip, =psenq V¢

pl = i,\plx + j\ply

|
1P, =pcosq
S _o - ip,=-pseng
o 1Pk F I
Pe = Pec TP L p = pcosq

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 9
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Dﬁ = ﬁF - I_j| = _2i’\psenq
J=Dp=-2ipsenq=-i2(03x6)05=-i18Ns
b) Qual a forca média exercida pela bola sobre a parede?

A forca que a parede faz na bola é:

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edic&o

29 | Os dois blocos da figura a seguir deslizam sem atrito.

a) Qual a velocidade do bloco de m; = 6kg apés a colisdo?

mqp = 1,6kg Vi = 5,5m/s V1| Vo
m, = 2,4kg Vo = 2,5m/s —» >

Vo = 4,9m/S mi . . my

Como a forga externa resultante é nula,
0 momento total do sistema se conser-

va:. ViF Vor
P =Pe —> —>
M1 Vy + M2 Vo =M1 Vip + M2 VoE - .

ou seja:

b) A colisdo é elastica?

K =Lmy? +%m2v§I =317J

| 2 171
1 1
K, :Emlva +§m2vjF =317J

Como K, =K, a colisdo é elastica.

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br
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c) Suponha que a velocidade inicial do bloco m; = 2,4kg seja oposta a exibida.
Apés a colisdo, a velocidade vor pode estar no sentido ilustrado?

Neste caso teremos as seguintes possibilidades:

Ve =148i
ou
- imyVv, +im,v,. =872i

imyVv, +im
imyv, - imy, =238i

— — — — —

O movimento inicial considerado resulta num certo valor para o momento linear
total inicial. Quando consideramos as diversas possibilidades para 0 movimento
dos blocos, 0 momento linear total final tem valores correspondentes. O que se
observa € que nao existe a possibilidade da conservacdo do momento linear total
caso usemos a hipoétese indicada no enunciado desse item. Concluimos entéo
gue a velocidade vy ndo pode estar no sentido ilustrado, caso a velocidade
inicial do bloco m; =2,4kg seja oposta a exibida.

Capitulo 10 - Halliday e Resnick - Edicdo antiga

31 | As duas massas da figura a seguir estdo ligeiramente separadas e inicialmente em
repouso. A massa da esquerda incide sobre as outras duas com velocidade vy . Su-
pondo gue as colisfes sdo frontais e elasticas.

Mostre que se m 3 M acontecerdo duas colisdes. Encontre as velocidades finais das

massas.
an -m,0 @& 2m, 0 1 2 3
Vi :g + vy, +§ + 21 Vo
m +m, g m,+m, g
| Ind Qo
2@ 2m, 0 am,-m 0 m m M
Ve = " v, t " Vy,
m +m, g m +m, g

.}. V2| :O :J i v —

i vy=v, y b [ ¥

1 T TVZF :VO
L — _

tm, =m, =m},

1 = X i _am- Mo

: VSI o ||J .|.V2F - (} N M TVO
'[V2| =V, :Vo.l., b ! em 4

| _ y |

P M =My IV _@2m g

Pome=m b Ve g

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 11
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i Quando m3 M, as velocidades V2 e Vizr tém a mesma direcao e sentido,
mas Vsr 3 Ve, logo existirdo apenas essas duas colisbes mencionadas.

ii. Quando m <M, as velocidades V2 e V3 tém a mesma direcdo e sentidos
contrarios, ou seja a massa m, retrocedera e ira se chocar novamente com a
massa 1.

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edicdo

35

Uma bola de aco de 0,5kg de massa é presa a uma corda, de 70cm de compri-
mento e fixa na outra ponta, e é liberada quando a corda est& na posi¢éo horizontal.
No ponto mais baixo de sua trajetéria, a bola atinge um bloco de aco de 2,5kg inici-
almente em repouso sobre uma superficie sem atrito. A coliséo é elastica.

a) Encontre a velocidade da bola imediatamente apés a coliséo.

m = 0,5kg L

M = 2,5kg 1 < >

L =70cm = 0,7m Q ....................................
m s

A energia mecanica desse sistema
gquando a bola estd na posicdo 1 €
igual aenergia mecéanica quando a bola
esta na posicdo 2 porque entre essas .
duas situacfes soO atuam forcas conser- M
vativas. Logo:

mgL:%mv,2 b v =.2gL=
=3,47m/s

Vamos considerar a posi¢ao 2 inicial (antes da coliséo) e a posigao 2 final (depois
da colisdo). Como a resultante das forcas externas que atuam no sistema € nula,
0 momento linear total desse sistema se conserva:

P mv, =mv. +MV (1)

.
Como a colisdo é elastica, existird a conservagdo da energia cinética:

p 1mv2 :lmv,§+£MV2 2)
2 2 2

As equacdes (1) e (2) compdes um sistema de duas equacgdes com duas in-
cognitas: ve e V, e iremos resolvé-lo da maneira padréo.

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 12
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Da equacéo (1) encontramos que:

mvl2 :mVE + (V| - VF)Z P Vl2 - VE :(VI - VF)(VI +VF):%(VI - VF)2
Considerando que v;* vg
S M&
vV, +V, 25(‘0 - vF) P v, =§+M§V' =-249m/s

O sinal negativo indica que as duas velocidades v| e vg tém sentidos contra-
ros.

b) Encontre a velocidade do bloco imediatamente apés a coliséo.

Vv :m(vI - vF):ge 2m Qv, =124m/s
M em+Mg

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edicdo

45

Um projétil de 10g de massa atinge um péndulo balistico de 2kg de massa. O cen-
tro de massa do péndulo eleva-se de uma altura de 12cm . Considerando-se que 0
projétil permaneca embutido no péndulo, calcule a velocidade inicial do projeétil.

m; =10g =0,0lkg h=12cm=0,12m
mea=2kg Q N

Antes da colisdo o projétil tem uma velo-
cidade vp, e logo apos a colisédo a velo-
cidade do conjunto é v . h
Considerando a conservagdo do mo-
mento linear do conjunto durante a coli-

sdo, temos que:
" 9
v

M1 Vvp=(mM1+ M)V

ou seja:
e m 0

= iV,
ml +m2 ﬂ

O conjunto projétil - péndulo vai subir uma altura h apéds a colisdo. Considerando a

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 13
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conservacao da energia mecanica durante o movimento depois da colisdo até o con-
junto parar, temos que:

%(ml+m2)v2:(m1+m2)gh b v=.2gh

Considerando as duas ultimas equacdes, encontramos que:

am, +m, 0 aenl+m2¢J—
= v = =4/2gh =308,25m/s
Em 5 Em

\

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edicdo

54 | Projeta-se uma bola de massa m com velocidade v, para dentro do cano de um
canhdo de mola de massa M , inicialmente em repouso sobre uma superficie sem
atrito, como na figura a seguir. A bola une-se ao cano no ponto de compressao ma-
xima da mola. Nao se perde energia por atrito.

a) Qual a velocidade do canhdo apds a bola entrar em repouso no cano?

Como o momento linear total do siste-
ma se conserva, temos que:

—04-OV|
& m 0 _U

= + = - I
mv, =(m+My),. \ v, gm Yy BV' /
onde \ ¢é a velocidade final do con- |

junto quando a bola se gruda ao cano.

b) Que fracdo de energia cinética inicial da bola é armazenada na mola?

Como nao existem perdas por atrito, € sugerido que parte da energia cinética
inicial da bola se transformara em energia potencial U el4stica da mola. Logo:

%mvf :%(m+M)\/,§ +U b U :%mvf - %(m+M)v§

ou seja:

N

m?

1 e m 0 v
m+M

U==my?- 1(m+M)§ =V,
2 2 éem+Mg

2

mv;

1
2

o
N |-

e finalmente

7

1 .
U =—mv["§- m
2 m+MH

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 14
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Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edicdo |

66 | Um corpo de 20kg esta se deslocando no sentido positivo do eixo x com uma velo-
cidade de 200m/s quando devido a uma exploséo interna, quebra-se em trés partes.
Uma parte, cuja massa é de 10kg , distancia-se do ponto da explosdo com uma \e-
locidade de 100m/s ao longo do sentido positivo do eixo y . Um segundo fragmento,
com massa de 4kg , desloca-se ao longo do sentido negativo do eixo X com uma
velocidade de 500m/s .

a) Qual é a velocidade do terceiro fragmento, de 6kg de massa?

im, =10kg

|
R _ i m, =4k
| M =20kg (e TGy = 500mis
iV =200m/s 1 M, =6kg

Considerando a conservacdo do momento linear total, temos que:
MV =myV, +myv, +m.v,

A equacao vetorial acima se decompde em duas outras escalares, uma referente
ao eixo X e outra aoeixo y :

Eixo x: MV =-m; vz + m3 V3 CosSq
Eixoy: 0 =mqVvi-m3V3senq

m,v, senq =myv,

i
I m,V 1

! b tang=— 2t =-=0,1667
i MV '|'m2V2 6
|m,v,cosqg=MV +m,v,

q=9,46°
m
v, =— s = 1014,04mis
m, senq

b) Quanta energia foi liberada na explosdo? Ignore os efeitos devidos agravidade.

K, = %MV 2= %20.2002: 400.000Joules

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 15
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1

Ko =5m; +%m2v§ +%m3vj = 3.612.724,48

K =Kg -K;=3.212.724,48J

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42. edicdo

69 | Ap6s uma colisdo perfeitamente inelastica, descobre-se que dois objetos de mesma
massa e com velocidades iniciais de mesmo modulo deslocam-se juntos com veloci-
dade de mddulo igual ametade do médulo de suas velocidades iniciais. Encontre o
angulo entre as velocidades iniciais dos objetos.

A
mi=mza=m Yy
Vi=V2 =V e v,
V3 =V/2 \
| ) —»
Considerando a conservacdo do mo- q f ..\7
mento linear total, temos que: q : - >
myv, +m,v, = (m1 + mz)vs /.'
. 2
ou seja:
Em x: M3y V1 COSQL + M2 V2 COSGp = (M1 + My ) Vs
Emy: -my vy seng + myvesencg =0
Ou seja
Em x: mvcosgp+mvcoseg=(m+m)v/2
Emy: -mvseng +mvsencg =0
Ou seja:

Em x: cosq +coscp =1
Emy: -senq +sencg =0

seng, =senq, b q =9,=q b 2cosg=1 \ q=60°

Capitulo 10 - Halliday, Resnick e Walker - 42, edicdo

70 | Dois péndulos, ambos de comprimento L , estdo inicialmente posicionados como na
figura a seguir. O péndulo da esquerda é liberado e atinge o outro. Suponha que a
colisdo seja perfeitamente inelastica, despreze as massas das cordas e quaisquer

efeitos de atrito. A que altura se eleva o centro de massa do sistema de péndulos
apos a colisdo?

Em uma colisdo completamente inelastica, os corpos adquirem a mesma velocidade
final.

Cap 10 romero@fisica.ufpb.br 16
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Considerando a conservacao da energia

mecanica, o péndulo da esquerda vai al- |
cancar a posicdo mais baixa com uma
velocidade vo :

0

mlgd:%mlvj P v, =42gd

Apoés a colisdo os péndulos tém mesma
velocidade, e considerando a conserva- d
¢do do momento linear total, teremos: . m2

@& m 0 @& m 0
mlvoz(m1+m2)v P v= L3v, \ v= t £ /2gd
m+m, g m, +m, g

Apos a colisdo, os dois péndulos irdo subir simultaneamente até uma altura h. Usan-
do, novamente, a conservagao da energia mecanica, teremos:

1 2 1 &e o_ U
“(m,+m, v =(m,+m,)gh P h=-—=_—g " % 2gdq
2 29 2gg@m, +m, 5 - §
ou seja:
.2
h=8 m g
m,+m, g
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Prof. Romero Tavares da Silva

11. Rotacéo

A cinematica dos corpos rigidos trata dos movimentos de translacéo e rotacdo. No
movimento de translacdo pura todas as partes de um corpo sofrem o mesmo desloca-
mento linear. Por outro lado, no movimento de rotagéo pura as partes de um corpo des-
crevem trajetérias circulares cujos centros situam-se sobre uma mesma reta - chamada
de eixo de rotacdo. No movimento de rotacdo pura todas as partes de um corpo sofrem o
mesmo deslocamento angular. O movimento que se aproxima mais de uma situacao real
€ aguele que incorpora tanto a translacao quanto a rotacgéo.

As variaveis da rotacéao

A semelhanca do movimento de translagio, para a analise da rotac&o utilizamos de
parametros equivalentes a aqueles definidos anteriormente.

Posicéo angular

Quando um objeto de um formato arbitrario,
tem uma trajetéria circular em torno de um
certo eixo, podemos definir algumas gran-
dezas que descreverdo esse movimento.
Podemos marcar um dado ponto do objeto
e analisar o seu movimento. A distancia
deste ponto ao eixo de rotacdo é chamado
de raio r da trajetoria. A sua trajetoria des-
creve um arco de comprimento s . A posi-
¢do angular associada ao arco e o raio € o
angulo 6.

Deslocamento angular

Quando um corpo esta em rotagdo, eleesta
variando a sua posi¢cao angular de modo S
gue num dado momento ela € definida pelo !
angulo 6, e num instante posterior é defini-
da pelo angulo 6, , de modo que o deslo-
camento angular entre os instantes conside-
rados é:

AB8=6,- 6,
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Velocidade angular

A velocidade angular é a taxa com que a posi¢cdo angular esta variando; é a razao
entre o deslocamento angular e o tempo necessario para fazer esse deslocamento.

Definimos a velocidade angular média como:

0,-6, NO

t,-t, At

2

W =

Definimos a velocidade angular instantanea como:

_ ... A6 _d6
w =LiIm— = —
at-0- At dt

Aceleracao angular

Quando a velocidade angular de um corpo nao é constante mas varia no tempo
com uma certa taxa, esse corpo tera uma aceleracdo angular.

Definimos a aceleracdo angular média como:

W, —wW Aw
a_ 2 1

t,—t, At

Definimos a aceleragéo angular instantanea como:

. Aw  dw
a=Lm—=—
a0 At dt

Rotacdo com aceleracdo angular constante

A semelhanca do movimento de translagdo com aceleragido constante, as equa-
¢Oes para rotacdo sdo obtidas integrando-se a equacao de movimento:

dw
a =—— =constante
dt
fdw =w, +afdt 0O w=w,+at (1)
e tambéem:
do
w=_r O [d6 =6, +[wdt =6, +[(w, +at)t
ou seja:

2

at

0=6, +w,[dt+afdt 0O 6=6,+w,t+ (2)
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A velocidade angular média foi definida de modo que:

0-6,
t

W =

0 6=6,+wt

mas quando estamos analisando o movimento com acelera¢do constante, também pode-
mos definir a velocidade angular média como:

W +w,
2

e usando essa equacao na anterior, temos que:

g=0, + I Wol g Y TWo VW, H
0o 2 0O 0 2 0

(1] a

ou seja:
w?=w?+2a(0-6,) (3)

As variaveis lineares e angulares

A posicéo

Ao analisarmos o0 movimento de rotacdo de um objeto o parametro que descreve o
deslocamento espacial &
s=rb

A velocidade escalar

Quando observamos os corpos rigidos, a rotacdo se faz com raio constante, ou
seja: cada ponto observado mantém uma distancia constante ao eixo de rotacdo. Desse
modo:

ds de
V=" =r—
dt dt

onde v é a velocidade linear de um certo ponto do corpo e w € a velocidade angular
desse ponto considerado. Na realidade, w € a velocidade angular do corpo por inteiro.

A aceleracao

De maneira equivalente, a aceleracdo de uma dado ponto de um corpo é definida
como:
_dv _ dw

=—=r— [ a=ra
dt dt

a
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Essa aceleracdo é também conhecida como aceleracdo tangencial, pois da conta
da variacdo do modulo da velocidade. Como a velocidade € tangencial a curva, para que
0 seu modulo varie € necessario uma aceleracao nesta direcao.

Com a definicdo dessa aceleracdo, temos agora dois tipos de aceleragdo no movi-
mento circular: a aceleragcao tangencial e a aceleracao radial (ou centripeta), ou seja:

a, =ar
a=a, +a, onde

Y {0 O
<

Energia cinética de rotacéo

Vamos considerar um conjunto de N particulas, cada uma com massa m; e velo-
cidade v, girando em torno de um mesmo eixo do qual distam r; . A energia cinética
deste sistema é:

_Nl 2_N1 Z:EN 2 2:1 2
K—;Zmivi—gzmi(wri) Zﬁgmiri@v 2Iw

onde r; € a distancia de cada particula ao eixo, w a velocidade angular das particulas
em torno do eixo considerado e definimos o0 momento de inércia | do conjunto de parti-
culas como:
N
| = Zmiri2

Vamos usar a definicdo de momento inércia principalmente para calcular a energia
cinética de rotacdo de corpos rigidos. Quando uma roda esta girando em torno do seu
eixo, as diversas partes da roda se movem com velocidade diferentes, mas todas as suas
partes tém a mesma velocidade angular. Dai a importancia da definicdo do momento de
inércia para computar a energia cinética associada ao movimento de rotacdo de um sis-
tema de particulas ou um corpo rigido.

Momento de inércia

Se dividirmos um corpo rigido em pequenas partes, cada parte com uma massa
Am; , podemos em tese calcular o momento de inércia deste corpo usando a equacao
anteriormente apresentada para um sistema de particulas:

N
| = er Am,

Se aumentarmos essa subdivisdo de modo que aqueles elementos de massa Am;
se transformem em grandezas diferencias dm , poderemos identificar como:

Am -0

I :LimirizAmi =[r*dm
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onde essa € uma integral simbdlica que significa a integracdo sobre todo o volume do
corpo rigido considerado, seja ele de uma, duas ou trés dimensodes.

Teorema dos eixos paralelos

Se conhecermos 0 momento de inércia de um corpo em relacdo a um eixo qual-
guer que passe por seu centro de massa, podemos inferir o momento de inércia desse
corpo em relacdo a qualquer eixo paralelo ao primeiro eixo considerado. Se a distancia
entre os dois eixos for H, a massa do corpo for M e Icv for o seu momento de inércia
em relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa, teremos 0 momento de inércia |
mencionado:

| = lcw + M H?

Para demonstrar essa equacao vamos considerar um corpo de um formato qual-
guer, como no desenho a seguir. O momento de inércia em relacdo ao eixo perpendicular
ao papel, que cruza com a origem do referencial (xy) e que passa pelo centro de massa €
lem

—_ 2
low = [R"dm

onde dm € um elemento de massa (representado pelo pequeno circulo) localizado pelo
vetor posicao R .

A Ay
y
R=r+H
R=ix+jy
H=ia+jb

Para calcular o outro momento de inércia vamos considerar um segundo referencial
(x'y") e um segundo eixo que passe pela origem desse referencial e seja perpendicular ao
papel. O momento de inércia em relacdo a esse segundo eixo é:

| =fr2dm = [|(x —a) +(y -b) Jdm = [[(x* +y*)+ (@ +b*) - 2(ax + by ] dm

Mas
I(xz +y?)dm = [R*dm =1,
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J’(a2 +b?)dm = [H*dm = MH*
f2axdm =2a[xdm =2a XM =0
[2by dm =2bfydm =2bY.,M =0

onde nas duas Ultimas equag¢fes utilizamos a premissa inicial que o centro de massa se-
ria escolhido como origem do referencial, e desse modo Xcy=Yem=0.

Coletando os resultados das ultimas equac¢des, encontramos que:

| = loy + M H?

Alguns exemplos de calculo de momento de inércia

a. Momento de inércia de um bastéo fino de massa M e comprimento L em relacdo a
um eixo perpendicular ao bastdo e que passa por seu centro de massa.

I :Irzdm
Vamos considerar a fatia dx , distante x _>dx<_
da origem, que contém uma massa dm. | ; [ ] L —»
Podemos usar a proporcao: L2 <X—> L2 x
d_m = d_X 0 dm = mEdX
M L 0oL O
+L/2 +Li2 3|*Li2 2
| = [ x’dm = — J’xzdx=MX— =ML
2 L -2 L 3],, 12

b. Momento de inércia de um anel de raio R e massa M, em relacdo a um eixo que
passa pelo centro, perpendicular ao plano do anel.

I :Irzdm
Vamos considerar o pedaco de anel limi- /}\de
tado pelo angulo dé@, que contém uma 6
Vamos considerar o pedago de anel limi- U

tado pelo angulo dé, que faz um angulo
6 com a horizontal e que contém uma
massa dm . Podemos usar a propor¢ao:

Anel de raio R

am _db o 4m BMEde

M 21T _[Qn

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 7
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2 2m
MR J'd@ O | =MR?

| =(r2dm O I=2nRZBMdGH-
fredm [RIESd6L

c. Momento de inércia de um anel de raio R e massa M, em relagdo a um eixo que
passa por um diametro qualquer.

I :Irzdm
A distancia r de um elemento de massa "N
dm ao eixo é: 6

r=R cos@ Y
O elemento de massa dm e o angulo \J

dé que limita essa massa se relacionam

como:
d_m:@ O dm:BMEdG Anel de raio R
M 2r R
2271
I:Irzdm O Rcos@ B—dBH— J’cos 6do
Mas
» o 1+C0s26 MR? 1 %7
cos Q_T o I= %Id9+—‘[00529d95
ou seja
2 2n 2 2
| = MR @19|zn+lsen29 %:MR B o 1=MR
21 2 2 g 2nm 2

d. Momento de inércia de um cilindro anular em torno do eixo central.

A
O cilindro tem raio interno R; , raio exter-
no R, , comprimento L e massa M . @

I :Irzdm
Vamos considerar uma casca cilindrica
de raio r, espessura dr e comprimento
L.. O volume dV dessa casca é

dVv = (2rmr L) dr

A massa dm contida nessa casca é: \‘_/

dm=pdVv

logo
dm=2mrL prdr
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_ 4

| ={r*dm= Fjr2[2rtl_prdr] = 2nﬂ_}r3dr = ZITH_R{f

Mas
_ Y :M: M
V—7TL(R2 Rl) U P Vv m)
entao
_ R:_Rf M _M 2 2
=L R R 0 I—2(R2+R1)

e. Momento de inércia de um cilindro sélido de massa M, raio a e comprimento L em
relacdo ao diametro central

r
Eixo Eixo
—> : >
| = [R*dm
A y4
dm=pdv =av =M gy
V ma’L

O elemento de massa dm esta limitado
pelo angulo d6 e dista R do eixo , que z

no desenho esta na horizontal. Eixo
|
RZ - r|2_|_22
I,l
r'=rsenf ~<Z [a)

dV = (rd6)(dr )dz) i |

2a 2m

| = IIIZ! l‘(r'2+22)[p(r dedr dz)]

| = pzfdei’r drj':grz sen® 6 + zz)jz = pzfsen2 Gdei’rg’ drj‘:t}z + pzfdei'r drmzz2 dz

-L/2
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Mas
sen’ = 1-cos26
2
logo
2m 2 2m
[sen®6do6 :lg’de +1!c0329 de :12n—125en29|2" =1
0 2 2 2 2 0
ou seja:
4 2 1 L3 pru_a4 meLS
| = plmr L)+ p(2m —H= +
S B o e e
2 2 2 2
l=pm’lf+H o =M M
4 12 4 12
Torque

Define-se o troque T produzido pela forca F quando ela atua sobre uma particula

como sendo o produto vetorial dessa forca
pelo vetor posicao da particula:

T =FxF
Se no exemplo da figura ao lado de-
finirmos o plano da folha de papel com sen-

do x -y o torque estara ao longo do eixo z
e sera um vetor saindo da folha

®©
X

Convencao para simbolizar um vetor
saindo perpendicular a folha.
Convencao para simbolizar um vetor
entrando perpendicular a folha.

Nesse exemplo ao lado, em
particular, o resultado do produto vetorial &

T =FxF =Kk(rFsend)

onde
T=rFsenf=rFg

Podemos perceber que apenas a

componente F; da forca F €& quem
contribui para o torque.

Cap 11
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A
Podemos visualizar o resultado do produto y

vetorial de uma maneira equivalente a ante-
rior, ou seja:

T =FxF =Kk(r Fsend) F

onde
T=rFsenB=rgF

rp= braco de alavanca
ry= linha de acéo

A segunda Lei de Newton para a rotagéo

A segunda Lei de Newton toma uma forma peculiar quando aplicada aos movi-
mentos que envolvem rotacéo. Se fizermos a decomposicao da forca aplicada a uma par-
ticula segundo as suas componentes perpendicular e paralela ao vetor posicdo dessa
particula, teremos:

F=ma
Fy=may
e
Fo=map

Mas, quando consideramos o torque associado a essa forca, temos:
T=rFg=mrag=mr(ra)=(mr)a
e o torque toma a forma:
T=la
onde | é o momento de inércia da particula considerada.

Se tivermos N particulas girando em torno de um eixo cada uma delas sob a agéo
de uma forga, teremos um torque associado a essa forga, onde:

N

f:iri :Zﬁxlfi

t=3rFpg=2rmag=2nrm(ra)=2(mr’a

Mas

T=la
Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 11
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Trabalho, poténcia, e o teorema do trabalho - energia cinética

Para calcular o trabalho elementar
dW executado por uma forca F temos

que: N
dW =F [@r = F5dr = F5r d6 F
dw =r1d6
6
W, :ere
Mas
dw
T=la=1—
dt
e
rde =H 9 Hig = ow) 92 = 1w dw
0 dt O
ou seja:

6 w, e W
W, =JTd9=|J’|WdW :I7

WI

Para calcular a poténcia P associada a atuacéo da forca F , devemos consi-
derar que:

dW =r1d6
e também que:
P :dﬂ:rﬁ O P=1mw
dt dt

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 12
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

02 |Durante um intervalo de tempo t, a turbina de um gerador gira um angulo

f=at+bt’-ct*,ondea,b e c sdo constantes.

a) Determine a expresséao para sua velocidade angular.

=a+3bt® —4ct’®

de
w=—
t

b) Determine a expressao para sua aceleracao angular.

a= aw = 6bt —12ct?
dt

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

10 |Uma roda tem oito raios de 30cm . Estd montada sobre um eixo fixo e gira a

2,5rev/s . Vocé pretende atirar uma flecha de 20cm de comprimento através da
roda, paralelamente ao eixo, sem que a flecha colida com qualquer raio. Suponha
gue tanto a flecha quanto os raios sdo muito finos.

a) Qual a velocidade minima que a flecha deve ter?

Cap 11

r=30cm =0,30m
w =2 5rev/s =25 . 2rrad/s
L =20cm =0,20m

A flecha vai atravessar a roda usando
as "fatias" de vazio entre dois raios. A
distancia angular entre dois raios € de
2178 radianos.

Quando a roda gira, os raios se movem e depois de um certo tempo ty um raio
passa a ocupar a posicao do raio adjacente. Nesse tempo, cada raio "varre" to-
talmente o espaco entre a sua posicéo inicial e a posi¢do do raio adjacente e
nesse movimento se desloca de 6 = 2778 radianos . E precisamente esse tem-
po que dispbe a flecha para atravessar a roda.

)

0 t, =2
w

A flecha tem comprimento L , e dispde de um tempo t, para atravessar a roda,
logo:

romero@Tisica.ufpb.br 13
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A localizac&o do ponto em que vocé mira, entre o0 eixo e a borda, tem importan-
cia? Em caso afirmativo, qual a melhor localizacado?

N&o tem importancia a distancia do eixo onde se mira, pois sempre teremos dis-
ponivel o mesmo angulo. Se perto da borda dispomos de um espacgo linear mai-
or, mas a velocidade linear da roda também € maior. Se mirarmos perto do eixo
teremos um espaco linear menor, mas a velocidade linear da roda também é me-
nor. Em suma, a velocidade angular € a mesma para todos os pontos.

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

12 |Um prato de toca-discos, rodando a 33 1/3 rev/min , diminui e para 30s apds o

a)

b)

motor ser desligado.

Determine a sua aceleracdo angular (uniforme) em rev/min? .

Wy = 33,33rev/min
t=30s =0,5min
w=0

W —-w
t

w

w=w,+at O a-= 0 = - =_66,66rev/min’

Quantas revolucdes o motor realiza neste intervalo?

2

ot =8,33rev
2

0 =w,t+

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

23 | Um disco gira em torno de um eixo fixo, partindo do repouso, com aceleragdo angular

b)

Cap 11

constante, até alcancar a rotacdo de 10rev/s . Depois de completar 60 revolucdes ,
a sua velocidade angular é de 15rev/s.

wo=0 6, = 60rev
wj = 10rev/s w>, = 15rev/s

Calcule a aceleragéao angular.

2 _\py2
W2 “Wi _ 1 02rev/s?
26

wWy=w’+2060 0O a-=
Calcule o tempo necessario para completar as 60 revolucdes .

Ot :u=4,805
a

romero@Tisica.ufpb.br 14
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c) Calcule o tempo necessario para alcangar a rotagéo de 10rev/s .

W, =W
w, =w,+at, O t =——2=961s
a

d) Calcule o numero de revolugdes desde o repouso até a velocidade de 10rev/s .

w; —w¢
w?=w?+2a6, 0O 86, :%:48,07rev
a

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

34 |Uma certa moeda de massa M é colocada a uma distancia R do centro de um
prato de um toca discos. O coeficiente de atrito estatico € pg . A velocidade angular
do toca discos vai aumentando lentamente até wp , quando, neste instante, a moeda
escorrega para fora do prato. Determine wp em funcao das grandezas M, R, g e

He .

= 5. R
F.+P+N=ma |
[P-N=0

O

0

HFa:ma

Fa=ueN=pemg [ a=peg

N

Mas

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

40 |Um carro parte do repouso e percorre uma trajetéria circular de 30m de raio. Sua
velocidade aumenta na razdo constante de 0,5m/s® .

a) Qual o médulo da sua aceleracéo linear resultante , depois de 15s ?

v a,

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 15
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—_ _aT = l = ?
a, =ar 0O =T 0,0166rad /s ar = 0,5m/s?
Wo=0
a, =w’r = (w, +at)'r = 1,875m/s’ iz il%gfn

a=.a’+a’ =1,94m/s’

b) Que angulo o vetor aceleracao resultante faz com o vetor velocidade do carro
nesse instante?

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

42 | Quatro polias estdo conectadas por duas correias conforme mostrado na figura a se-
guir. A polia A (ra = 15cm ) € a polia motriz e gira a 10rad/s . A polia B ( rg = 10cm)
esta conectada a A pela correia 1 . A polia B' ( rg = 5cm ) é concéntrica a B e esta
rigidamente ligada a ela. A polia C ( rc = 25cm ) esta conectada a polia B' pela correia
2.

a) Calcule a velocidade linear de um ponto na correia 1.
wa = 10rad/s Correia 1

ra=15cm = 0,15m

rge = 10cm = 0,10m

rg = 5cm = 0,05m s

rc = 25cm =0,25m

ra

Polia A
Va=Wara=10.0,15=15m/s
b) Calcule a velocidade angular da polia B.  Correia 2
Polia C
VA =Vg =WgIB
fc
% r
w, =2 =w, “=15rad/s
rIB rB

c) Calcule a velocidade angular da polia B'.

Wwg = Wg = 15rad/s

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 16
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d) Calcule a velocidade linear de um ponto na correia 2.

e)

Vg =Wpg g =Wg Ig =15 . 0,05 =0,75m/s

Calcule a velocidade angular da polia C.

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

51 |Duas particulas de massa m cada uma, estdo ligadas entre si e a um eixo de rota-

cdo em O , por dois bastdes delgados de comprimento L e massa M cada um,
conforme mostrado na figura a seguir. O conjunto gira em torno do eixo de rotacéo
com velocidade angular w .

a) Determine algebricamente a expressao para o momento de inércia do conjunto

Cap 11

emrelacdoa O.

Ja foi calculado anteriormente que o
momento de inércia de um bastdo fino
de massa M e comprimento L em
relacdo a um eixo perpendicular ao
bastdo e que passa por seu centro de
massa, vale ML%12 .

Por outro lado, o teorema dos eixos
paralelos diz que: se a distancia entre
os dois eixos for H, a massa do corpo Eixo (perpendicular a folha)

for M e Icv for o seu momento de

inércia em relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa, teremos 0 mo-
mento de inércia | mencionado:

| =lcm + M H?
Vamos calcular o momento de inércia de cada componente desse conjunto:
[, = Momento de inércia da particula mais afastada.
l;=M(2L)*=4mlL?

I, = Momento de inércia do bastao mais afastado. A distancia do centro de massa
desse bastao até o eixo vale 3L/2 , logo:

, ML2 B'LH —ML2

I3 = Momento de inércia da particula mais préxima.

ls=M (L)?>=mL?

romero@Tisica.ufpb.br 17
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I, = Momento de inércia do bastdo mais proximo. A distancia do centro de massa
desse bastao até o eixo vale L/2 , logo:

ML2 H:H ——ML2

12
Finalmente:
» 28 VT
I =1, +1, +1, +1, =4mL +—2ML +mL +—2ML
| =5mL? +§ML2

b) Determine algebricamente a expressao para a energia cinética de rotacdo do
conjunto em relagcédoa O .

K——Iw Eém+ IVIHIV L?

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo |

73 |Numa maquina de Atwood, um bloco tem massa 500g e o outro 460g . A polia, que
estd montada sobre um suporte horizontal sem atrito, tem um raio de 5cm . Quando
ela é solta, o bloco mais pesado cai 75cm em 5s . A corda ndo desliza na polia.

a) Qual a aceleracao de cada bloco?

m; = 5009 = 0,5kg Vo=0
m, = 460g =0,46kg h=75cm =0,75m
R =5cm =0,05m t=5s

2
at O a—f—h— 0,06m/s?

h=vt+

b) Qual a tensdo na corda que suporta o bloco
mais pesado?

p, +1, = mlé'l O P, _Tl =ma
Ti=pi-ma=my(g-a)=4,87N

c) Qual atenséo na corda que suporta o bloco
mais leve?

—

ﬁz +T2 =m,a, O Tz -p, =m,a
To=ppr+tmia=my(g+a)=4,93N

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 18



Prof. Romero Tavares da Silva
d) Qual a aceleragao angular da polia?

a
r

a=ar 0O a=%2=1_2rad/s?

e) Qual o seu momento de inércia?

T=la O Fkr-Fr=la

| = wz 0,0141kg.m?

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

74

A figura a seguir mostra dois blocos de massa m suspensos nas extremidades de
uma haste rigida, de peso desprezivel, de comprimento L =L; + Ly, com L; = 20cm
e L, =80cm . A haste é mantida na posi¢ao horizontal e entéo solta. Calcule a acele-
racao dos dois blocos quando eles comecam a se mover.

L; =20cm =0,2m L1 Lo
L, = 80cm = 0,8m < > >
C
T=la T
mgL-mgLi=la A

\ A5 = 4

Mas Fe Fo

| =mL2 +mL?2
Logo

L, -L
mo(L, -L)=mC+L)a O a= Eﬁ% = 8,64rad/s’
2 1

(a, =-al, =-172m/s’®
Eaz =+al, =+6,9Im/s?

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

75

Dois blocos idénticos, de massa M cada uma, estéo ligados por uma corda de mas-
sa desprezivel, que passa por uma polia de raio R e de momento de inércia |. A
corda nao desliza sobre a polia; desconhece-se existir ou ndo atrito entre o bloco e a
mesa; ndo h4 atrito no eixo da polia.

Quando esse sistema ¢€ liberado, a polia gira de um angulo 6 num tempo t, e a
aceleracéo dos blocos é constante

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 19
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a) Qual a aceleragao angular da polia?

2
9:w0t+at _ 20

b) Qual a aceleracéo dos dois blocos?

20R

a=aR= ”

c) Quais as tensdes na parte superior e
inferior da corda? Todas essas res-
postas devem ser expressas em fun-
¢dode M,I,R,0,g e t.

P+T,=ma, O P,-F, =ma

F,=P,-ma [ Flzm(g—a)

_ O _26R
H_m% tzg

r=la O FR-FR=la O FZ:FI—I%

2
F, =mg —t—ggnR +||?—§

Capitulo 11 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

81 |Um bastdo fino de comprimento L e massa m esta suspenso liviemente por uma
de suas extremidades. Ele é puxado lateralmente para oscilar como um péndulo,
passando pela posicdo mais baixa com uma velocidade angular w .

a) Calcule a sua energia cinética ao passar por esse ponto.

O momento de inércia de uma haste em 9
relacdo a um eixo perpendicular que
passe por sua extremidade é:

_mL’ IS

|
3 R

A energia cinética tem a forma:

2] 2
K=Ziwe =ML
2 6

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 20
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b) A partir desse ponto, qual a altura alcancada pelo seu centro de massa? Despre-
Ze 0 atrito e a resisténcia do ar.

Usando a conservacao da energia mecanica, encontramos que:

lw? _ w?L?
2mg 69

K, =U, O %Iwzzmgh 0 h=

Cap 11 romero@fTisica.ufpb.br 21
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12. Rolamento, torque e momento angular

Rolamento

Considere um aro de raio R, rolan-
do sem deslizar em uma superficie plana
horizontal. Quando essa roda girar de um
angulo 6, o ponto de contato do aro com a
superficie horizontal se deslocou uma dis-
tancia s, tal que;

s=R®6

O centro de massa do aro também
deslocou-se da mesma distancia. Portanto,
a velocidade de deslocamento do centro de
massa do aro tem a forma:

_ds _df

=— — O v, =Rw
M dt dt

Vv

De maneira equivalente podemos
encontrar a forma da aceleracdo do centro
de massa do aro:

— dVCM - RdW

a -
M dt dt

0 a, =Ra

O rolamento descrito como uma combinacao de rotacéo e translacao

=Veu
V =V,
V ="Vey \Vi :\7CM
Movimento  puramente Movimento puramente

rotacional , todos os
pontos da roda movem-
se com a mesma
velocidade angular.

Cap 12

translacional , todos os
pontos da roda movem-se
para a direita com a mesma
velocidade.

romero@Tisica.ufpb.br

O movimento de rola-
mento da roda é uma
combinac¢éo dos dois mo-
vimentos anteriormente
descritos.
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O rolamento visto como uma rotacdo pura

O rolamento pode ser entendido
como uma rotacdo pura se observarmos
gue a cada instante o corpo esta girando
em torno de um eixo instantaneo, que passa
pelo ponto de contato entre esse corpo e a
superficie que o suporta. Esse eixo é per-
pendicular a direcdo do movimento.

A velocidade do centro da roda é

Vem =WR

e a velocidade do topo da roda é
Eixo instantaneo de rotacao
VTopo =W (2R) = 2 VCM

A energia cinética

Um corpo que rola sem deslizar pode ser visto a cada instante como girando em
torno de um eixo instantaneo que passa pelo ponto de contato desse corpo com a super-
ficie que o suporta, e esse eixo € perpendicular a dire¢do do movimento. do corpo. Desse
modo, a sua energia cinética tem a forma:

=1|W2
2

onde | € o momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo mencionado. Observa-se
esse movimento como consistindo apenas de rotagao.
Mas se levarmos em conta o teorema dos eixos paralelos:

| = lem + M R?
a energia tera a forma:

K :%ICMWZ +%MV§M

Desse modo, observa-se esse movimento como consistindo de uma composi¢céo
rotagao + translagéo .

Torque

A figura abaixo mostra uma particula localizada pelo vetor posicdo r , sob a acdo
de uma forca F . O torque exercido por essa for¢a sobre a particula € definido como:

T=rxF

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 3
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@ Convencao para simbolizar um vetor R

saindo perpendicular a folha. z
Convencao para simbolizar um vetor

® entrando perpendicular a folha.

y A

=l

Momento angular

O momento angular de uma parti-
cula de massa m localizada pelo vetor po- A
sicdo r , que tem momento linear p & z

definido como:

—

L=rxp

Existe uma conexdo entre o mo- y
mento angular de uma particula e o torque
associado a forca resultante que atua sobre
ela. Vamos considerar a variagdo do mo-
mento angular no tempo:

Mas

Ol
Q.
Il

=0

2]

[«

~—+
X
gofl
1
<
X
o
1
3
<J
X
<

=F =Forca resul tante

g
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logo:
d_ =r x If N d_ =T
dt dt
Rotagéao Translagéo
Equivaléncia
L=rxp - p
T=rxF - E
T = d_ [E = d_p
dt - dt

Momento angular de um sistema de particulas

Quando estamos considerando um sistema de N particulas, 0 momento angular
total € dado por:

z

De modo equivalente a analise do caso de apenas uma particula, vamos calcular a
variagdo do momento angular total com o tempo:

e
SabiELE

L, S r P, - L=
d_':i(rixpi):d_'xpl rlxdizmvi )<Vi+['|)<|:I
dt dt dt dt

Mas
di — lfl — lfilNT + FIEXT
dt
ou seja
di :Fi xlfilNT +Fi >(lfiEXT — .r.iINT +.l:»iEXT
dt
d_l:: S FINT 4 S 7 EXT
dt £ | £ |
logo
d_L = FINT 4 pEXT
dt

Vamos mostrar que o torque interno é nulo. As forcas internas surgem aos pares
como interagdo entre os pares de particulas, ou seja:

lfilNT — Ji:lﬂ

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 5
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Mas

ou seja:

Mas usando-se a terceira Lei de Newton, temos que f =-f

ij ji?

logo

=INT _ - = e
= Zl.(ri —rj)xf”.]
18]
onde (Fi —ﬁ) € um vetor contido na reta que une as particulas i e j, e essa reta tam-
bém contém a forca f, . Portanto o produto vetorial € nulo pois os dois vetores sdo para-
lelos, e finalmente podemos concluir que

.fINT - 0
Desse modo, concluimos que
dl _ .
— =7 EXT
dt

e essa equacao tem a sua equivalente no movimento de translacao:

ap
dt

_ IEEXT

Momento angular de um corpo rigido

Para calcular o momento an-
gular de um corpo rigido que esta gi-
rando em torno de um eixo ( neste z
caso eixo z ) com velocidade angular
w , vamos dividi-lo em pequenos vo-
lumes AV; cada um com uma massa
Am; , que tem momento linear p, e
estdo localizados pelo vetor posicao
r. . O momento angular desta pequena

massa €é:

—

Li:ﬁxﬁi y

Observe-se que o angulo entre os ve-
tores r, e p, é 90°. Desse modo:

Li =hipi=rhv Ami

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 6
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Para calcular a componente z do momento angular, temos que:
Li; =Lisenf@=(risen6) vi Am; = r; g v; Am; = t; (W ;i ) Am;
ou seja:

_ 2
Li; =w Am; rig

L, =YL, =w}) Am, r’

Mas
I'=Lim Y Am;rg = [ridm

Am; -0

onde ri; é a componente do vetor posicdo da massa Am; perpendicular ao eixo de rota-
¢cao, ou seja € a distancia da massa Am; ao eixo de rotacdo, e portanto temos a nossa
definicdo original de momento de inércia. Desse modo:
L=Ilw
onde omitimos o indice z do momento angular pois iremos tratar apenas de situacdes
onde o momento angular de um corpo rigido sera paralelo ao eixo de rotacdo (analisare-
mos apenas situacdes onde 0 momento de inércia € uma grandeza escalar).
Estaremos interessados em situacdes onde

L=Iw

e ainda:

Conservacao do momento angular

Quando consideramos um sistema de particulas, a variagdo do momento angular
total é igual ao torque externo.

Se esse sistema estiver isolado, ou seja se o torque externo for nulo, 0 momento
angular total sera uma constante.

?j—lt' =0 O L =constante

Esse resultado é o equivalente da conservacdo do momento linear total, e tem um
significado e importancia similar.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

01 |Um tubo de paredes finas rola pelo chio. Qual é a raz&o entre as suas energias Ci-
néticas translacional e rotacional, em torno de um eixo paralelo ao seu comprimento
e que passa pelo seu centro de massa?

Inicialmente vamos calcular o momento /Lz\
de inércia do tubo mencionado, supondo
que ele tenha raio R e comprimento L.

dm =0 dS = o[(RdO)L] = o LRd6

| = [r°dm = 1"R2(a LRd6) = aR3L1nd9

| =M RL(r) O |=MR’
[RTRLO
1
< 2™ MER)
B = =g
< 1, MRY)w

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicédo |

02 |Um aro com um raio de 3m e uma massa de 140kg rola sobre um piso horizontal
de modo que o seu centro de massa possui uma velocidade de 0,150m/s . Qual é o
trabalho que deve ser feito sobre o aro para fazé-lo parar?

lem = M R? R=3m
M = 140kg

K = %lwwz +%MV§M Vem = 0,15m/s

Considerando que vew =w R, temos que:
1 2 2 1 2 2
K = E(MR w +EM(W R) =Mv2, = 3,15

W =AK =K - K, =-K;=-3,15]

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 8
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Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

07 |Uma esfera solida de peso igual a P = 35,58N sobe rolando um plano inclinado, cujo
angulo de inclinagéo é igual a 6= 30° . Na base do plano, o centro de massa da es-
fera tem uma velocidade linear de v = 4,88m/s .

a) Qual é a energia cinética da esfera na base do plano inclinado?
1 1
K= ElCMWZ +§MV§M
Como vem=wWR

= 2R et

2] MR2 0
Para a esfera temos que |, = %MR2 , logo a energia cinética tera a forma:
K= %MvéM = lEva =60,52J

b) Qual é a distéancia que a esfera percorre ao subir o plano?

7 2
E =E. O --Mv =Mgh O h='Yo-170m
10 109
h TV
sen@ log sen@

h=dsenf [0 d-= =3,4m

c) Aresposta doitem b depende do peso da esfera?

Como vimos na deducéo anterior, a resposta ndo depende do peso.

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

11 | Uma esfera homogénea, inicialmente em repouso, rola sem deslizar, partindo da ex-
tremidade superior do trilho mostrado a seguir, saindo pela extremidade da direita. Se
H=60m, h =20m e o extremo direito do trilho é horizontal, determine a distancia L
horizontal do ponto A até o ponto que a esfera toca o chao.

2 A
QM=gMR2
1 H
K==I,w? Mv¢,
2 h
1H4 L ﬁﬂ \ 4 A
“20 MR P S

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 9
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|:| 2

0 h:g; 0 t= 2_h
H g

[l

O 2h
%-:VCMt O L:VCM E

ou seja:

L = /L (|:_h) = 47,80m

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

13 | Uma bolinha de gude sélida de massa m e raio r rola sem deslizar sobre um trilho
mostrado a seguir, tendo partido do repouso em algum ponto do trecho retilineo do
trilho.

a) Qual é a altura minima h , medida a partir da base do trilho, de onde devemos
soltar a bolinha para que ela néo perca o contato com o trilho no ponto mais alto
da curva? O raio da curva € R e considere que R >>r.

A condicéo para que a bolinha nao per-
ca contato € que a normal seja nula na A
parte mais alta, ou seja que 0 peso seja
a Unica forca radial, e desse modo te-
remos: h

Vem 2 R.:
P=mg=m R 0 vew =Rg S [6)

Mas como o sistema é conservativo, a
energia mecanica sera conservada:

0 U, =U, +K,
ou seja
mgH = mg(2R)+lmv§M = mg(2R)+lm(Rg):2—7ng 0 H=27R
10 10 10

b) Se a bolinha for solta de uma altura igual a 6R acima da base do trilho, qual
sera a componente horizontal da for¢ca que atua sobre ela no ponto Q ?

Usando a conservacdo da energia mecanica entre os dois pontos, temos que:
E,=E, O mg(6R)=mgR +%mvg 0 v? :§Rg

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 10
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A forga horizontal no ponto Q é a propria forca radial nesse ponto, logo:

-MEO%¢H 0 F, =P mg
RO7 7

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

27 | Dois objetos estdo se movendo como mostra a figura a seguir. Qual € o seu mo-
mento angular em torno do ponto O ?

m; = 6,5kg m, = 3,1kg 1
vi =2,2m/s vy = 3,6m/s .—> A
r,=15m r,=2,8m A

~

%1 :ml 1 :|m1V1 ?2 :mz 2 :szvz ! V2
o n 0 = ‘

=jr,

L . ~ Ox< r2
E 1:rlxpl:(Jxl)mlrlvlz_kmlrlvl
0
EZZ:ﬁzxﬁz:(ixj)m2r2V2:+km2r2V2
y
- .. A
L=L +L,
my
L =k (m,v,r, -my,r,) ’ Vi
A
L=k 9,798kg.m" /s r v,
mo
)
» >

Capitulo 12 - Halliday e Resnick - Edicao antiga

32 | Mostre que um cilindro deslizara sobre um plano inclinado, cujo angulo de inclinagéo
€ 6, quando o coeficiente de atrito estatico entre o plano e o cilindro for menor que
(tan6)/3 .

EN—mgcosB:O
U

Bng senf -F, =ma

Quando estamos interessado em calcular

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 11
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o torque em relagdo a um eixo que coincide com a reta de contato entre o cilindro e o
plano, devamos notar que apenas a forca de atrito produz um torque em relacao a
esse eixo. A medida que aumenta a inclinag&o vai aumentando a forca de atrito esta-
tico necessaria para evitar o deslizamento. Ni limite, antes do deslizamento, temos
que F, = (Fa)m = He N .A maior aceleracdo que o cilindro podera ter sem deslizar é
definida pela condigé&o:

lema < FaR

A condicéo de deslizamento é:
FaR < lIlecma

Usando a segundo lei de Newton poderemos calcular a aceleracdo angular o :

mgsenf- e mgcosd=ma=maR

a == (senf - i cosB)

X |a

Logo:

(u.mg cosB)R <L, %(sene - U cos@)g

Uz cosO(MR? + Icy ) < lem sen@

“*Eﬁ%”‘”e

Considerando que o momento de inércia do cilindro € mR?/2 , teremos:

1
U <§tan6

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

44 | Trés particulas, cada uma de massa m, sdo presas umas as outras e a um eixo de
rotagéo por trés corddes sem massa, cada um de comprimento L , como mostra a
figura a seguir. O conjunto gira em torno do eixo de rotagdo em O com velocidade
angular w , de tal forma que as particulas permanecem em linha reta.

Quais sao, emtermosde m,L e w e rela-
tivamente ao ponto O
a) O momento de Inércia do conjunto?

l=mL%+m(2L)* + m (3L)* = 14 m L?

b) O momento angular da particula do meio?

Se definirmos o eixo z como sendo perpendicular a folha de papel e saindo dela, o
momento angular das trés particulas estardo no sentido positivo do eixo z .

Cap 12 romero@fisica.ufpb.br 12



Prof. Romero Tavares da Silva
Lo=lbw=4mL*w
c) O momento angular total das trés particulas?

L=lw=14mL%w

Capitulo 12 - Halliday e Resnick - Edicdo antiga

45 |Um cilindro de comprimento L e raio r tem peso P . Dois corddes sdo enrolados
em volta do cilindro, cada qual proximo da extremidade, e suas pontas presas a gan-
chos fixos no teto. O cilindro é mantido horizontalmente com os dois corddes exata-
mente na vertical e, em seguida, é abandonado.

a) Determine a aceleracao linear do cilindro durante a queda.

Fi=F,=F

Como a forgca peso nado produz torque
em relacdo ao eixo de rotacdo, temos
que:

T=2Fr=la O leﬁ
2r

RN}

Considerando as forcas que atuam no
cilindro, da segunda lei de Newton te-

mos que:
P+F, +F, =Ma
ou seja:
P-2F=Ma
Mg -2H22 H= Ma £ A
Rr° 0 _
W
| : ;
= aBL+ H v
I M o >
P
a= g |
1+
Mr ?
. . . Mr ?
Considerando que o momento de inércia do cilindro tem a forma | = >
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encontramos que

b) Determine a tensdo em cada corddo enquanto eles estdo se desenrolando.

Mostramos anteriormente que:
la

F =
2r?

logo
_Mr? o1 29 _
2 2r* 3 6

Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

46 |Asrodas A e B da figura a seguir estdo conectadas por uma correia que néo desli-
za. O raio daroda B é trés vezes maior que o raio da correia A.

a) Qual seria a razdo entre os momentos de inércia I / I se ambas tivessem o
mesmo momento angular?

g = 3 'n
Como as duas rodas estao conectadas,

as velocidades das suas bordas serao A
iguais, ou seja:

Va = VB
ou seja:
w r
w,r, =w.r, 0 —-2=-2=3 0 w,=3w,
WB rA
La=Ilawa
Lg = lg Wg
Como La=Lg
I w I 1
lw,=l,w, O 2=—Lf 0 A==
. w, I, 3

b) Qual seria a razdo entre 0s momentos de inércia Ia / I se ambas tivessem a
mesma energia cinética de rotacdo?

Como Ka=Kg

N~
—
=
>N
I
N
—
=
(eI NY
[
o |5
I
> w
[T1T17]
[
|
Il
O
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Capitulo 12 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

49 |Um jogador de boliche principiante joga uma bola de massa M e raio R =11lcm na

pista, com velocidade inicial vo = 8,5m/s . A bola é arremessada de tal maneira que

desliza uma certa distancia antes de comecar a rolar. Ela ndo esta girando quando
atinge a pista sendo o seu movimento puramente translacional. O coeficiente de atrito
cinético entre ela e a pista é 0,21 .

a)

Cap 12

Por quanto tempo a bola desliza?

M Vo = 8,5m/s
R=11cm=0,11m Uc = 0,21

Podemos visualizar o movimento da
bola como uma composicdo de movi-
mentos: rotacdo + translacdo , e desse
modo decompor as velocidades:

\Y =VTF{AN +VROT

Cada parte da roda vai ter uma compo-
sicdo de velocidades peculiar, as partes
superior e inferior sdo os extremos de

diversidade:
Vs = VtraN t VROT
V| = VTRAN - VROT

Quando a bola atinge a pista a veloci-
dade de rotacdo é nula, e ela sé tem
velocidade de translagdo vy . A medida
gue a bola comeca deslizar, ela tam-
bém inicia a rotacédo, adquirindo veloci-
dade angular até alcancar o valor w;

@

o

o

o

INF

d
>
\ SUP VTRAN
@cm - @VTRAN +
\ INF VTRAN

5 >

VSUP 2Vl
VCM Vl
v

\Y

ROT:

v ROT

N
F,
P

guando nao mais desliza, tendo um movimento de rolamento sem deslizamento.

Os dois tipos de movimento (rotagdo + translacao) obedecem as equacdes:

romero@Tisica.ufpb.br

v, =wW,R=Rat 0 v,

v?=2Ra)RO) O v?

=a

t

ROT

= 2a'ROT L
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Ao contrario do rolamento com deslizamento, neste caso as velocidades de
translacdo e rotacdo ndo estdo conectadas diretamente. Isso sO vai acontecer
guando cessar o deslizamento, e nesse ponto v; =w; R.

Para o movimento de translagéo, temos a segunda lei de Newton:

Mas
Fa=ucN=pucMg L[ arran=Hcg

Para o movimento de rotacao temos:

T=F,R=I,a0 O F,=uMg-=

a o~

lCM
R 2 T

2
Qgror = Hc9 ?E
cMm

Considerando o que ja foi mostrado, temos que:

%’1 =Rat = aROTtE
\ V, -V a
B 00 t= 1 Yo L0 v, = ROT E/o
HV -v —a.  t H Aror Arran trRan T ror
17 Yo TRAN
ou seja:
— Vo — Vo

aTRAN +aROT ucg§+ l\fRz E
CM

, 2
Considerando que para a esfera |, = c MR? encontramos que:

2v,
749

t= =1,18s

b) A que velocidade esta se movendo quando comeca a rolar?

O R? 5
vV, =Rat =a.,t = .9 =—H.9=6,07m/s
8 (i 2

c) Qual a distancia que ela desliza na pista?
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2 2 2 2
V., -V VvV, —
V12 = Vg - 2aTRAN

280y 2HcO
d) Quantas revolugdes fez antes de comecar a rolar?

d 0 d=""Y1 Vo™ _ggonm

w?=w2+200 O (WR) =2@R)RO) O v?=2a,,L
2 2 2
L=t =2a, ' =N@R) O N=_= Beort . 1 uchMR
2a,,, 2 2R 2 4R Hl,,
2
N = 2K 5 1grey
8TR
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