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Prof. Romero Tavares da Silva

13. Equilibrio

Condicdes para o equilibrio

Diz-se que um corpo estd em equilibrio quando o seu momento linear e 0 seu mo-
mento angular sdo constantes, ou seja:

=constante

DD.LEl

H: =constante

Quando as constantes mencionadas acima séo nulas, diz-se que 0 corpo esta em
equilibrio estéatico. Nessa situacao ele ndo esta em movimento de translacdo e também
ndo esta em movimento de rotagao.

As condi¢cdes expostas nas equacgdes anteriores implicam que:

&
O

:|EE><T =0

o]

OO0
o
i
m
X

&
o
—
1
~
1
o

ou seja, para que um corpo esteja em equilibrio estatico devemos ter as seguintes condi-
cOes satisfeitas:
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

10 | Uma esfera uniforme de peso P e raio r é mantida no lugar por uma corda presa a
uma parede, sem atrito, situada a uma distancia L acima do centro da esfera, con-
forme a figura a sequir.

a) Encontre a tensao na corda.

Como a esfera estd em repouso, Ay
temos que: R 07
o T / s
T+P+N=0 L T
ou seja: N v < >
N
[T cos6-P =0 ‘ Y
. P P
H’ send-N =0
Logo
2 2
Tcos8=P 0O T= P O T:H\/E
cosf H L
onde

L

N

b) Encontre a for¢a exercida pela parede sobre a esfera.

cosf@ =

O N=Ptan6 O N=B|’—H°
00O

onde

Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

15 | Uma viga é transportada por trés homens, estando um homem em uma das extremi-
dades e os outros dois sustentando a viga por meio de uma trave transversal, colo-
cada de modo que a carga esteja igualmente dividida entre os trés homens. Em que
posicdo esta colocada a trave transversal? (Despreze a massa dessa trave.)

Por exigéncia do enunciado, temos que: : |

A Eixo
F1:F2:F3:F = |5 X

-

Capl3 romero@fisica.ufpb.br 3
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Como o corpo esta em repouso a resul-
tante de forcas é nula, logo: |52 4*
Fi+F2+F3-P=0 # P
F » x |

O torque resultante também é nulo. Va-
mos considerar o0 torque em relacdo a e X
uma eixo que passa ao longo da trave F,
transversal. Desse modo:

Eixo

Fl(L—x)—P%—XQ:O

Da primeira equacao encontramos que P =3 F , e usando esse resultado na segun-

da equacao:

FlL-x)-3FE-xH=0 0 H-2tH@Ex-x)=0 o x=t
@ O O 20 4

Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

19 | puas esferas idénticas, uniformes e sem atrito, cada uma de peso P , estdo em re-

pouso conforme mostra a figura a seguir.

a) Encontre, em termos de P, as forgas que atuam sobre as esferas devido as su-

perficies do recipiente.

6= 45°
Fo=Fa=F
PL=P,=P

Os dois corpos estdao em repouso, logo
a resultante das forcas que atuam em
cada um deles é nula.

N, -P -Fsenf =0 Fau
U
(] € Fgl
H T,-Fcos6 =0
A
[Fsend-P =0 ~
: i 4
H:cos@—T2 =0

3 . 9 I;
Das equacgdes acima encontramos que: a
F21 v

T, =T,=Fcosf P

Capl3 romero@fisica.ufpb.br
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Ni-P-P=0 O N;=2P

F=" _=pJ2
senf@

T =Fcos@=Pcotan6@ 0O T=P

b) Encontre, em termos de P, as for¢cas que atuam sobre as esferas devido uma a
outra, se a linha que une os centros das esferas faz um angulo de 45° com a
horizontal.

F=—F -py2
sen@

Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

25 |Uma placa quadrada uniforme, pesando 50,0kg e tendo 2,0m de lado, esta pendu-
rada em uma haste de 3,0m de comprimento e massa desprezivel. Um cabo esta
preso a extremidade da haste e a um ponto na parede situado 4,0m acima do ponto
onde a haste é fixada na parede, conforme mostra a figura a seguir.

a) Qual é atensdo no cabo?

M = 50kg L, =2,0m
L; =4,0m Ls = 3,0m

Vamos considerar apenas as forcas
gue atuam na haste horizontal.

Como a placa é uniforme as forcas P;
e P, sdo tais que: A

P1:P2:P/2:Mg/2 |_2

Vamos considerar o torque das forcas
que atuam na haste, em relagdo a um D T p=
eixo perpendicular ao papel e que pas- Ls

se no ponto onde a haste esta presa na

parede.

Tsen9L3-P2L3-P1(L3-L2):O

Tsen9L3=%[L3+(|—s"-z)] L T:%%
3

~LWeE+12 0
o O T:E(ZL3 ) L1+L3EP:408,34N

g § 2L E
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b)

Prof. Romero Tavares da Silva
Qual é a componente vertical da forca exercida pela parede sobre a haste?

Vamos considerar o torque das forcas que atuam na haste, em relagédo a um eixo
perpendicular ao papel e que passe no ponto onde o cabo suspende a haste.

Ple-FVL3:O

_PL

3 3

Qual € a componente horizontal da for¢a exercida pela parede sobre a haste?
Como a placa esta em repouso, a resultante das forcas que atuam nela é zero,

Segundo um eixo horizontal, as for¢cas que atuam sao tais que:

L
Tcos6-F, =0 0O F, :TCOSG:TH—3H

AL+ B

Usando o resultado para T deduzido anteriormente, temos que:

L, -L
F, =0 —2[b=245N
2L,

Capitulo

13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicédo

27

Na i
culo

e as forcas que atuam nela estdo mostra-

das

existe movimento, a resultante é nula.
Logo:

Mas

Capl3

Na figura a seguir, qual a magnitude da forca F , aplicada horizontalmente no eixo
da roda, necesséria para fazer a roda ultrapassar um obstaculo de altura h ? Consi-
dere r como sendo o raio daroda e P 0 seu peso.

minéncia da ultrapassagem do obsta-
, & roda perdeu o contato com o solo,

na figura ao lado. Como ainda nao

F-Ncos6=0

P-Nsenf=0

romero@fisica.ufpb.br 6
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Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

34

Uma barra ndo uniforme de peso P esta suspensa em repouso, na horizontal, por
duas cordas sem massa, como mostra a figura a seguir. Uma corda faz um angulo
6=36,9° com a vertical e a outra faz um angulo ¢ = 53,1° , também com a vertical.
Se o comprimento L da barra é 6,1m, calcule a distancia x entre a extremidade
esquerda da barra e o seu centro de gravidade.

6=36,9°

¢ =53,1° ) )

L=6,1m T, «Xp T. £
L G

Vamos calcular o torque das for(;as que 9 25 FNRRRRNNSN— »

atuam na barra em relagdo a um eixo

perpendicular ao papel, e que passe por

um ponto da extremidade esquerda da ¢a

barra. P

T=Px-Tycos¢p L=0
ou seja:

_ !zcosqu_
o P O

Por outro lado, como a barra esta em repouso a resultante das for¢cas que nela atuam
é nula:

[T,cos0+T,cos¢ -P =0
T +T,+P=0 O 0
H T,sen8-T,sen¢ =0

T, TB%LH

Osen6 [

Da ultima equacao temos que:

e usando esse resultado na penultima equacao, encontramos:

%B‘i 0s6 +T,cos¢ =P

[senf
ou seja:
T,{sen¢ cos6 +cosp send} =P send
[l sen®
T,sen(p +6)=Pseng 0O T, WE’D
Mas
« = !ZCOS¢H_ 0 _E].cosrl)% sené EP
o P O en(¢ +6)
logo

_[cos¢ senea_ 2 23m

DDsenM) + 65
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Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

35 |Na figura a seguir, uma barra horizontal fina AB , de massa desprezivel e compri-

a)

b)

mento L, é presa a uma dobradica em uma parede vertical no ponto A e sustenta-
da em B, porum fio fino BC , que faz um angulo 6 com a horizontal. Um peso P
pode ser movido para qualquer posicao ao longo da barra, sendo a sua posicao defi-
nida pela distancia x desde a parede até o seu centro de massa.

Encontre a tensao no fio.

Iremos considerar apenas as for-
¢as que atuam na barra.

Vamos calcular o torque em rela-
¢do a um eixo perpendicular a folha de
papel e que passe pelo ponto onde a
barra esta presa a parede pela dobradi-
¢a (ponto A)

Como a barra estd em repouso o
torque em relacdo a qualquer eixo é
nulo, logo:

TsenfL-Px=0

X

" Lsenf
Encontre a componente horizontal da forga exercida sobre a barra pelo pino da
dobradica em A .

Como a barra esta em repouso a resultante das forcas que nela atuam é nula. A
componente horizontal da resultante é:

X

[Ltanf

Encontre a componente vertical da for¢ca exercida sobre a barra pelo pino da do-
bradicaem A .

Tcos6-F,=0 O F,=Tcos6 O F, =

Vamos considerar, agora, o torque das forcas em relacdo a um eixo perpendicu-
lar a folha de papel e que passe pelo ponto onde o fio esta preso na barra (ponto

B).
PL-x)-FL=0 0 F =0-*F o fr=0-2F
0x O 0 Lo

Capitulo 13 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

39 |Uma tabua uniforme de comprimento L = 6,1m e peso P = 444,8N est4 em repou-

Capl3

so no chao, encostada numa quina sem atrito, situada no alto de uma parede de altu-
ra h = 3,0m conforme a figura a seguir. A tabua permanece em equilibrio para qual-
quer valor do angulo 6 >70° , mas escorrega para 6 <70° . Encontre o coeficiente
de atrito entre a tAbua e o chéao.

romero@fisica.ufpb.br 8
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0 € o angulo limite para o deslizamento, e
isso significa que para esse angulo a forca T
de atrito estatico € maxima, logo

A
Fa= e N e
o
Pode-se perceber que os angulos a e 0 N R
s&o complementares, logo: —
B =k
a=T172-0 .=
CAN ===
A forga da quina na tabua é perpendicular & EEEEEEIEIEenEnIr it
tabua pois ndo existe atrito entre as duas. g

Como o corpo estd em equilibrio, a resultante de for¢as € nula e o torque resultante
também é nulo.

O torque em relagdo a um eixo que passe pelo ponto de apoio da escada no chao e
gue seja perpendicular a folha de papel tem a forma:

-(Tcosa)h-(Psena)L/2=0

_ PL sena
2h cosa

A resultante de forcas tem a forma:

[T sena-P+N =0

T+P+N+F, =0 O 0
H—T cosa+F,. =0

ou seja:
Fe  Tcosa _ u.N I _ Tcosa
N P-Tsena N * P-Tsena
e usando o resultado anterior para T , encontramos:
L sena osa L
—sena
= [2h cosa [J ", :2h—2 - 03981
L senaBS L sen“a
P - ena 1-—
[12h cosa [J 2h cosa

Capl3 romero@fisica.ufpb.br 9



Verséao preliminar
14 de novembro de 2003

Notas de Aula de Fisica

YN e e 2|
D UNIVERSO E A FORCA GRAVITACIONAL ...eviitititiitiitetteetieteensesnasnsesssnsenesesnsensesneeneenessneens 2
(GRAVITACAO E O PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO ....uuiiiiiiiieie e e et ee e eetaeeteeenaaennns 3
[GRAVITACAO PROXIMO A SUPERFICIE DA TERRA ... cuuituiitiiiieieisieeiie i eetaeeeetieaeensssaeneeniasnaens 4
FORCA ENTRE UMA HASTE E UMA MASSA PONTUAL — CASO 1 ..iuuiiiiiiiiiiiiiiiiiecieisieeeiieiaenees 5
FORCA ENTRE UMA HASTE E UMA MASSA PONTUAL — CASO 2 .iviiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeiieeeeneenaennens 6
CAMPO PRODUZIDO POR UMA DISTRIBUICAO ESFERICA DE MASSA EM SEU EXTERIOR ................ 8
CAMPO PRODUZIDO POR UMA DISTRIBUICAO ESFERICA DE MASSA EM SEU INTERIOR ............... 11
CALCULO ALTERNATIVO - PARTICULA NO INTERIOR 111 tuttttituietiisiesiestisssessestiessesiisssssssnsssnsenss 13
ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL ......vveuveereeserseussinsenseensensensensensensensnsensensensenseeens 15

Energia potencial gravitacional proximo a superficie da Terra..........cccovuevvvveenvennnnnn... 15
Energia potencial gravitacional distante da superficie da Terra........ccccceeeeeeieeeeeeeeeee... 16
| EIS DE KEPLER ...uiitiitiiiii ittt e et et e et et et ettt e e et et e e e e et et e ea e e e s et eaeensanasaenenens 17
[DRBITAS DE SATELITES E ENERGIA ... et uituituititntenteesensesessssnsesssssesssssssesssesssessssssesressesnss 19
SOLUCAQO DE ALGUNS PROBLEMAS ... tuuituittiitiesietitssessessssssssesssssessssssssesssessessmssmssessssssenss 21
D 7 et e et e et e e e h et eaeb et ehebetnehabarnaebaabarnrers 21
OL T TP T P PP PP T PPTT 21
[0 ittt ittt ittt euieeseeseseesesessess s essesseeesseesessssssstesssssesssessssstessssstssisssessiessisssessesiess 22
10 T PN 23
2 ettt eh et e a et e e b et en e b e e h e b enenebernaebasbnaenrehaa 24
(PP TN 27
D e e e e e e et e ettt e h et e et b et et h e b et eh et et e ebaerarnaeraas 28
3 29
I T PPN 30
D et ea et eaeeh e ea et ea et eaea et ea b et en e bt eh e b enehebernaehsbnarnrrhaes 31
2 ettt ettt et eea et eeneeh et een et et enen et eenararneenaeraernaenaes 34




Prof. Romero Tavares da Silva

14. Gravitacao

A gravidade é a mais fraca das forcas fundamentais do Universo. E desprezivel nas
interacdes de particulas elementares e ndo tem qualquer papel nas propriedades das
moléculas, dos atomos ou dos nucleos atdbmicos. A atracdo gravitacional entre corpos de
dimensdes comuns, por exemplo entre um automaovel e um edificio, € muito pequena para
ser percebida.

Entre corpos muito grandes, como as estrelas, os planetas, os satélites, porém, a
gravidade tem uma importancia de primeiro plano. A forca gravitacional da Terra sobre 0s
corpos que nos rodeiam € a parte fundamental da nossa experiéncia.

E a gravidade que nos mantém sobre os solo e mantém a Terra e 0s outros plane-
tas nas suas respectivas Orbitas do sistema solar. A forca gravitacional tem um papel im-
portante na histéria das estrelas e no comportamento das galaxias. Numa escala muito
grande, € a gravidade que controla a evolucao do Universo.

Fisica

Paul A Tipler

Vol 1 - Cap 11 - pag300
LTC - Editora - 2000

O Universo e a Forga Gravitacional

Desde tempos imemoriais 0 homem sempre esteve fascinado pelo movimento dos
corpos celestes e das possiveis consequéncias destes movimentos na nossa vida aqui na
Terra.

Por questbes de fundo religioso, durante muito tempo supds-se que 0 movimento
desses corpos aconteciam de modo que a Terra tinha uma posi¢cao privilegiada neste
concerto. Os religiosos acreditavam que o homem era o Gnico ser vivo no Universo e o
criador naturalmente o colocou num local especial, num planeta especial.

Era dificil aceitar o tamanho diminuto do homem frente as dimensdes do Universo.
Por esse motivo, todos aqueles que consideravam alguma idéia diferente deste geocen-
trismo era considerado herege. O ciéncia era considerada uma mera comprovacao das
crencas religiosas.

Com os dados observacionais do astronomo Tycho Brahe, Johannes Kepler des-
cobriu empiricamente que as trajetérias dos planetas em torno do Sol eram elipses.

Foi Isaac Newton quem mostrou os fundamentos de uma teoria da gravitacéo, que
comprovava as predicoes de Kepler e as observacbes de Tycho Brahe. Mas ia ainda
muito mais além ao analisar a interagdo entre duas massas quaisquer. Quando um corpo
de massa m; estd a uma distancia r de um outro corpo de massa m; , a for¢a de atra-
¢cao entre eles est4 dirigida ao longo da reta que une os corpos e tem a forma:

onde
G = 6,67x10 ™ m?%kg.s?

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero 2
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Gravitacao e o Principio da Superposicao

A maioria dos modelos que representam fendmenos fisicos séo lineares. Por
exemplo: a interacdo gravitacional entre trés particulas pode ser considerada como a
composicdo da interacdo aos pares dessas particulas. I1sso acontece por causa do Princi-
pio da Superposicao.

Por causa deste principio essa ciéncia se presta tdo bem a aplicacdo do reducio-
nismo. E dito que a Fisica é um campo de estudo reducionista porque costuma-se anali-
sar os fenbmenos extremamente sofisticados através da observacdo de cada uma das
partes simples que comp®de este fenbmeno.

Para exemplificar, vamos considerar o
sistema composto por trés particulas, descrito
anteriormente.

O vetor posicao da particula de massa m; é r,,
o0 vetor posigdo da particula de massa m, é r,

e 0 vetor posicdo da particula de massa mz é
p . As distancias entre as particulas séo defini-

das como:

23

23

DFlZ :Fz _Fl O, :|F2 _F1|
ooz 2 R
Ons =, =1, O 1y _|r3_r1| F3 ms
%;3:F3_F2 O or :|F3_F2|

As forcas que as particulas de massa m, e
m3 fazem na particula de massa m; tém valores
gue independem da presenca mutua, ou seja: se
apenas my estiver presente a forca que ela
exercera em m; terd o mesmo valor daquele
guando ms também estiver presente. Essas for-
cas tém a forma:

(- m,m, . 0. R

[Fm =G#rlz M === 0 |r12| =1

E I q 0 I,

] onae []

- m.,m, . O R

5:31 =G—— Ms M = = 0 |r13| =1
M U M

e a forca que as duas particulas fazem em m; seré:
I:l = I:21 + I:31

configurando assim o principio da superposicao.

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero 3
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Gravitacdo proximo a superficie da Terra

A forca de atracdo gravitacional entre a Terra e um corpo de massa m préximo a
sua superficie, em principio devera ter a mesma forma da atracdo entre dois corpos
guaisquer. No entanto se esse corpo estiver a uma altura h acima da superficie da Terra,
e pudermos considerar esta altura muito menor que o raio da Terra, poderemos fazer al-
gumas consideragdes e até aproximagdes razoaveis sobre o valor desta forga de atracao.

Na superficie da Terra a for¢a de atragdo entre os corpos tem a forma:

M. m

FIR,; )=

e se definirmos a aceleracéo da gravidade g como:

M
=G
9 R?
encontraremos que:
F (RT ) =mg

Quando o corpo estiver a uma altura h da superficie da Terra, a forca de interacéao
tera a forma:

M, m

FR, +h):GW

onde o denominador podera ser escrito como:

R, +h) +h) =R +n) _R_Z@ Aﬁ

Quando a altura do objeto de massa m for pequena em relagdo ao raio da Terra,
ou seja: quando h <<R , podemos aproximar o termo em paréntesis por uma expansao
em séries de poténcias. Dito de outro modo, para x pequeno podemos fazer a expansao
a seguir:

(1+x)" =1+Nx +N(N—I_l)x2

Vil e
AR +n)-e -2

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero 4
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FR, +h)=mg 5—2%%
O T

e quando a altura h for realmente muito menor que o raio Ry da Terra, podemos des-
prezar as correcdes e considerar a aproximacao trivial, de modo que:

ou ainda:

F(RT +h):mg

onde definimos o peso do objeto com uma forca constante e independente da altura, com
uma forma do tipo:

P=mg

Forca entre uma haste e uma massa pontual — Caso 1

Vamos considerar uma haste de largura desprezivel e massa M distribuida unifor-
memente ao longo do seu comprimento L . Uma particula de massa m esta colocada a
uma distancia s da haste, como
mostra a figura ao lado. M m

Devemos calcular a forca que um x=0 X=L X=L+s
elemento de massa dM da haste

exerce sobre a particula. essa forca é

dirigida para a haste e tem modulo:

dM dF
3 mdM —*...........l——‘-.———y
=S lrs—xy < > >
X L+s-X

A forca total que a haste exercera

sobre a particula serd a soma de todas as contribuicbes das massas elementares que
compde a haste. Por outro lado existe uma relacao entre o elemento de massa dM e o
espaco dx que ele ocupa na haste. Como a haste tem a massa distribuida uniforme-
mente, temos a propor¢ao:

M - dx
H 0 dM=%dx
Hm =L

Desse modo, a forca total tem a forma:

L . mM dx
F=(G
-0[ L (L+s-x)

Fazendo a mudanca de variaveis u =1L +d - x, encontramos:

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero S
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L+s D L+sD
F = Gﬂj’d_u_ ﬂﬁl 0= Gmm‘ 1 D:GmM L
L gul, 5 E L+s% L s(L+s)
ou seja
mM
F=G
sL+s)

Forca entre uma haste e uma massa pontual — Caso 2

Vamos considerar uma haste de largura desprezivel e massa M distribuida unifor-
memente ao longo do seu comprimento L . Uma particula de massa m esta colocada a
uma distancia s da haste, como
mostra a figura ao lado. y

Devemos calcular o elemento de A

forca dF gue um elemento de
massa dM da haste exerce so-
bre a particula de massa m . m
Vamos considerar a haste no L ®
eixo y e a particula no eixo Xx.
Essa forca € dirigida ao longo da S >
reta que une o elemento de mas-
sa dM e a particula. A reta faz
um angulo 6 como eixo x.
Supondo que o0 elemento de
massa dM esta a uma distancia
y do ponto médio da haste, o
modulo do elento de forga tem a
forma:

x>

mdM
r2

dF =G

onde
r.2 =SZ +y2

As componentes cartesianas dFx
e dF, s&o escritas como:

[dF, =dF cos@
U

0
HdFY = dFsen®

Como a haste tem a massa distribuida uniformemente, temos a proporgao:

dM - dy
- 0 dM=-Zdy
HM-L
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Podemos entéo dizer que:

dF, —GmEMd E mEASdZ
r

ou seja:

E de maneira equivalente:

ou seja:

Blztanﬁ Ey:+£DtanBS:+—
0 s o 2
0 O 0
éﬁy-sseczﬁ gyz_%g tan B, = -
Logo:
_ s ssec? BdB mMs ssec? BdB GmM ﬁSCOSBdB
X L J[S 1+tan 'B L S SeC ﬁ Ls J
Fy :Gnli—lvl(senﬁS —senB,)
s
Mas
senf senfs tan B
tan B, = = 0 senB, =———
® cosfs J1-sen? B > [+tan? Bs
ou seja:

L

L
2s -
2 2
\/1+ Bﬁg VL as
[PsO

senfg =

e de modo equivalente:

L
senf, = ———
L P+ as?
e portanto:
G MM L EE_ L _gMM 2L E
Ls JL? +4s® JL? +4s® LS yL? +4s?
ou seja:
mM 2

Fy =G

S JL®+4s®
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Para o calculo da componente y podemos observar que a simetria nos conduz a um re-
sultado nulo. Para cada contribuicdo para a componente Fy oriunda de um elemento de
massa acima do ponto médio temos uma contribuicdo equivalente de um elemento de
massa simétrico abaixo do ponto médio. Podemos mostrar esse resultado calculando ex-
plicitamente a integral:

B mM +L/2 ydy
F, =G L I ( 5 2\3/2
-C12\S° ty )
Usando a substituicao:

0y 3 =+Lp tan 8 -+t cos =
2 =tan
E s B Ey 2 S 2s 2 +s?
0 U O
éﬁy =ssec’ Ey =—£D tan B, L 0 cosp, = 28
i 2 2s L +s?
ou seja:
Bs 2 Bs Bs
. _gMM (stan B)(s sec ,lz/dz,B): mM 1’ ctanfdf _ . mM senBdg
L} [sz(1+tan2 ﬁ] L s} secp S

F, :—GT—M(COSBS —cosB,):O
S

Campo produzido por uma distribuicdo esférica de massa em seu exterior

Seja uma casca esférica de raio r, espessura infinitesimal t e massa M . Qual a
forca de interacdo gravitacional entre essa casca e uma particula de massa m , localiza-
da externamente a uma distéancia a de seu centro?

Para calcular essa forca, vamos considerar inicialmente a interacdo gravitacional en-
tre a particula de massa m e um anel que faz parte da casca esférica.

A reta que liga um ponto desse anel e a origem das coordenadas faz um angulo 6
com o eixo X, e o angulo enfeixado por ele € d@. Desse modo esse anel tera raio r.sen@
e largura r.df, e dF seraessa forca a ser calculada.

A reta que une a massa m até um ponto do anel tem um comprimento R e faz um
angulo acom o eixo X .

r send
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A forca elementardF tem componentes X e s, onde a componente s esta no plano
perpendicular ao eixo x . Ou seja:

dF =idF, +SdF,

e portanto:
[F, =[dF, =fcosadF

>
>
|
[

EFS = [dF =[senadF

Por simetria Fs = O pois cada uma das contribuicdes infinitesimais tem um
equivalente de sinal contrério, que na integracdo tornara nula essa componente.

O mddulo da forca elementar dF , tem a forma:

mdM

2

dF =G

onde dM ¢é a massa elementar do anel e R ¢é a distancia de um ponto desse anel até a
posicdo da particula de massa m . Iremos usar o conceito de densidade volumétrica de
massa, que € reprentada pela letra grega p, e € definida como a razdo entre a massa e 0
volume ocupado por essa massa, ou seja:

e quando a distribuicdo de massa for uniforme, podemos também dizer que:

M

v

O volume elementar do anel sera:
dV = 2 (raio) (largura) (espessura)

dV =2m(rsen@) (rdo (t)
e portanto:
dM =pdV =2mpt(rsenf) (rd6) = 2mptr’send do

O angulo a definido como aquele que a reta que une a particula ao anel genérico,
faz com o eixo x, e é tal que:

a—-rcosf

R
onde R é adistancia entre a particula de massa m até o anel genérico. Desse modo

cosa =

m|2mt pr? sen6d6)a-rcos
R* R

dF, =dFcosa =G

ou ainda:
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_ [Zmmerz](a—rcose)(senGdB)
RB
onde
R? =(a-rcos8) +(rsenB) =a? +r? - 2ar cos@

ou seja:
[27Tthmr] a-rcosb)(sen6do)
[a +r?® -2ar cos@]%

e entao:

- CoS 6)(sen ) d6)
—2ar cos 9]%

F —[Znthmr]I [a

Em termos da fisica envolvida o problema esta encerrado, mas essa integral ndo
tem uma aparéncia muito simpética. Talvez fosse mais adequado fazer uma mudanca de
variavel e usar a distancia R ao invés do angulo 6 . A partir da definicdo de R
podemos diferenciar e encontrar que:

2RdR =2arsen8df [ seanQ—Rd—R

ar
e também que:

R2 -2 —r?2 r2+a2-R?2

rcos@ = =
—-2a 2a
e podemos colocar como:
2 +a2 _Rz
2t pGmr dR mt pGmr (MR [Ra® -({r* +a®* -R?
dF, _| : JRIR ™ 2a _mtpGmr R [2a” - )
Oar O R R Oa g 2aR

2 2_ 2 2 _ 2
dFX:ntpC:mr%R +a2 r %R:ntp?mr%Jra 2r EjR
a R a R

mt pGmr & a —r2D
Fo= O % <R
a
£ - JTtpGmr %QaﬂJr(az_rz)g_iw%
" a® g g Rl [H

FX:nthmrHaH (a—r)]—(az—rz)Dl 1

2’ Ber a-riH

mt pGmr 4rrr?t pGm
F, = ———{lr)+r} =————
a a
Mas o volume V da esfera é o produto de sua &rea 471° por sua espessura t, ou seja:
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F, =cMeY)
a

e como foi definido anteriormente, M = pV , logo:

mM

F 7

=G

X

A forca de atragdo entre uma casca esférica de massa M , cujo centro esta a uma
distdncia a de uma particula de massa m tem o mesmo valor da atracdo entre duas
particulas que distam de a >r e tém massas M e m respectivamente. Em outras pala-
vras: a casca esférica se comporta com se toda a sua massa estivesse concentrada no
seu centro.

Campo produzido por uma distribuicdo esférica de massa em seu interior

Seja uma casca esférica de raio r, espessura infinitesimal t e massa M . Qual
a forca de interacéo gravitacional entre essa casca e uma particula de massa m , locali-
zada internamente a uma distancia a de seu centro?

Para calcular essa forca, vamos considerar inicialmente a interacdo gravitacional
entre a particula de massa m e um anel que faz parte da casca esférica.

A reta que liga um ponto desse anel e a origem das coordenadas faz um angulo 6
com o eixo X, e 0 angulo enfeixado por ele € d6. Desse modo esse anel tera raio r.sen@

e largura r.df, e dF seraessa forca a ser calculada.

A reta que une a massa m até um ponto do anel tem um comprimento R e faz um
angulo a com o eixo X .

A forca elementardF tem compo-
nentes x e s, onde a componente s
esta no plano perpendicular ao eixo X .
Ou segja:
rsenf

dF =idF, +sdF,
e portanto:

[F, =[dF, =[cosadF

«—2 »

[ 10

HFs = [dFs =[sena dF
Por simetria Fs = O pois cada uma das contribuicdes infinitesimais tem um
equivalente de sinal contrério, que na integracdo tornara nula essa componente.

O mddulo da forca elementar dF , tem a forma:
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mdM

2

dF =G

onde dM é a massa elementar do anel e R € a distancia de um ponto desse anel até a
posicao da particula de massa m . Iremos usar o conceito de densidade volumétrica, que
€ reprentada pela letra graga p , e € definida como a razdo entre a massa e o volume
ocupado por essa massa, ou seja:

p=dM
dv

e quando a distribuicdo de massa for uniforme, podemos também dizer que:
M
Y

O volume elementar do anel sera:
dV = 2 (raio) (largura) (espessura)
dv =2m(rsenf) (rdo)t
e portanto:

dM=pdV =2mpt(rsend) (rd6) = 2mptr’send do

O angulo a definido como aquele que a reta que a massa da particula ao anel faz
com o eixo X é de tal modo que:

_a+rcosf
cosq =————
ou ainda:
dF, = [2rtt pGmr?] @+r COSg)S(senede)
onde
R? = (a+ r cose)2 + (r sentS?)2 =a’ +r? +2ar cos@
ou seja:
dF, =[2nt pGmr?] @+r 0059)(59”90'?)
[a2 +r? +2ar cos@]é
e entao:

" (a+rcos6)(sen6do)
— 2
F, —[ZITthmr ]_([- [az +r2 +2ar COSQ]%

Em termos da fisica envolvida o problema esta encerrado, mas essa integral ndo
tem uma aparéncia muito simpética. Talvez fosse mais adequado fazer uma mudanca de
variavel e usar a distancia R ao invés do angulo 6 . A partir da definicdo de R
podemos diferenciar e encontrar que:

2RdR = -2arsen8df6 0O sentS?dtS?:—Rd—R

ar
e também que:
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2_a2_r2 _Rz_az_rz
2a 2a

rcos@ =

e podemos colocar como:
—a -r?

[2nthmr ]B‘RdRBa _mtpGmr BdﬁBZa2+(R2—a2—r2)
a g 2aR

2 4 92_y2 2 _ 2
dFX:_ntp(zsmr a2 r %R:_ntp?mraJra 2r EjR
a R a R

r-a —_r2
F o—_ nthmr %a rEjR

X

r+a

P =IO ) 2
a H g Rl-H

F :—mp—GmrH(r—a)—(r+a)]—(az—r2)D 1 1 %

X a’ H-a r+a

E :mmerH—Za]—(az—rz) 2a E
O

X 2

a Ol r

nthmr{_

F, = 2a+2a =0

Encontramos entdo, que é nula a forca de atragdo entre uma casca esférica de
massa M e uma particula de massa m colocada no seu interior.

Célculo alternativo - particula no interior

Uma maneira alternativa de calcular a interagdo entre uma casca esférica de massa
M, raio r e espessura h, e uma particula de massa m pode ser depreendida da figura

a seqguir.

Construimos dois cones complementares, cujos vertices coincidem com a posi¢éo da
particula de massa m . Cada cone delimita um mesmo angulo soélido dQ e a intersecdo
de cada cone com a casca esférica define uma area elementar dA nesta casca.

Usando a definicdo de angulo sélido, temos que:

dA1 = r12 dQ
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e também
dAz = 1> dQ
onde deve ficar claro que as areas que
delimitadas por ambos o0s cones

dependem da sua distancia (r, ou ry)
a particula.

Como a casca esférica tem
espessura h os volumes elementares
delimitados por cada cone na esfera,
tém a forma:

OdV, = hdA, = hr2dQ
0

]

HIV, =hdA, = hr2dQ
A massa elementar de cada um desses volumes é:

EbIM1 = pdV, = phr?dQ

U

HiIM, = pdV, = phr2dQ

A forca que cada uma dessas massas elementares exercera na particula, tem a forma:

mdM, -G m(phrzlde)
r

=GmphdQ

1

mdM, _ . m(pr:rzzzdcz)

=GmphdQ

2

Toda a superficie sera varrida por cones complementares, de modo que a contribui-
cao de uma regido de uma regido para a forca gravitacional total, anulara a contribuicao
da regido complementar e desse modo a for¢ca de interacéo total € nula.

Podemos chegar a essa concluséao considerando a soma de dF por todos os an-
gulos solidos da esfera, ou seja:

F :J;dF :iGmpth

mas
dQ=senfdOd¢
logo:

+g 2m
F :GmphIseanGIdd) =0

2
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Energia potencial gravitacional

Para toda forca conservativa IE(F) podemos associar uma energia potencial V (F)

Essa energia potencial é definida em termos do trabalho executado pela forgca correspon-
dente, da seguinte forma:

AU:UB-UA:-WAB

ou seja: a variacdo de energia potencial de A
uma particula entre dois pontos A e B é
igual ao trabalho executado (com sinal nega-
tivo) pela forca considerada para levar essa

particula do ponto A até o ponto B. B
Outro modo de colocar essa questao é dizer que:
Ug = Ua - Wap

ou seja:

U, =U, - [F()cal

A energia potencial é definida em termos de uma variacdo AU , ou seja: ela é definida a
menos de uma constante arbitraria. Em outra palavras: definimos variagbes de energia
potencial; o quanto diminuiu ( ou aumentou) a energia de um corpo que foi de uma posi-
¢do inicial até uma final. Escolhemos a origem da energia potencial de maneira arbitraria,
como ja foi mencionado.

Vamos detalhar o calculo da energia potencial em duas situacdes tipicas: muito préximo
da superficie da Terra e muito longe da superficie.

Energia potencial gravitacional proximo a superficie da Terra

Proximo a superficie da Terra podemos considerar a
forca de interacdo entre a Terra e uma particula de y
massa m constante e com modulo mg .

Vamos calcular a variacdo de energia potencial gra- dl
vitacional entre o ponto inicial A localizado na su-
perficie da Terra e o ponto final B localizado numa y
altura y . f

O

O vetor dI é definido como um vetor infinitesimal v
dirigido ao longo da curva de integracdo e apontando
da posicao inicial para a posicgéao final.

Desse modo:
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-W :UA_

AB

Dl

F [l

onde escolhemos U, como a origem da energia potencial e portanto com o valor zero.

Usando essas consideracdes, podemos dizer que:

Uly)=mgy

Energia potencial gravitacional distante da superficie da Terra

No caso mais geral, quando quisermos calcular a
diferenca de energia potencial gravitacional entre dois
pontos distantes devemos usar a equacao de gravita-
¢c&o sem aproximacoes.

Vamos calcular a diferenca de energia potencial entre
duas posicdes ocupadas por uma particula. Inicial-
mente ela estd numa posi¢cdo muito distante (no infini-
to) e ela entdo é trazida até uma posicao finita r . Ou

seja:
U(r)-U(e) = —F @l

gl =

Vamos considerar a origem da energia potencial num
ponto muito distante, de modo que:

U(e0) =0
Devemos considerar que:

0 F=-fF

0
F:GM_I;n e [
r

e entao:

U(r):

2

FreM™ B ar =ommp L = +oMm
0 r*o Ir

gy =

e finalmente:

01
Ei—_
QI‘
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u()= -6

Por outro lado:

F(F)=-ou(r)= —r”‘jj—trj 0 F()= FGI\:I

Leis de Kepler

A humanidade sempre foi fascinada pelo céu noturno, com a infinidade de estrelas
e com os brilhantes planetas. No final do século XVI, o astrbnomo Tycho Brahe estudou
0os movimentos dos planetas e conseguiu fazer observagdes muito mais exatas que as
feitas anteriormente por outros observadores.

Com os dados de Tycho Brahe, Johannes Kepler descobriu que as trajetérias dos
planetas em torno do Sol eram elipses. Mostrou também que tinham velocidades maiores
guando orbitavam nas proximidades do Sol e menores quando estavam muito afastados.
Kepler estabeleceu, por fim, uma relacdo matematica precisa entre o periodo de um pla-
neta e a sua distancia média ao Sol, e enunciou os resultados da sua investigacdo em
trés leis empiricas do movimento dos planetas.

Fisica

Paul A Tipler

Vol 1 - Cap 11 - pag300
LTC - Editora - 2000

As Leis empiricas de Kepler vieram a ser comprovadas posteriormente pela Meca-
nica Newtoniana.

Primeira - Lei das Orbitas: To- /
°
< |

dos os planetas se movem em ./
oOrbitas elipticas, com o Sol em

um dos focos. « >

< >

A Mecanica Newtoniana deduziu uma conclusédo ainda mais geral. Quando um cor-
po esta sob a acdo de uma forca que varia com o inverso do quadrado da distancia (como
a forca gravitacional) ele descreve uma 6rbita que € uma conica (elipse, parabola ou hi-
pérbole). A 6rbita a ser descrita pelo corpo depende da sua Energia Mecéanica. No caso
dos planetas temos o6rbitas fechadas - elipse e no caso dos cometas temos uma trajetoria
aberta - hipérbole.

Para maiores detalhes da analise das Leis de Kepler o interessado deve consultar :
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Classical Machanics
Herbert Goldstein

Cap 3 - Sec 3-7
Addison Wesley - 1980

Segunda - Lei das Areas: Uma
linha que liga um planeta ao Sol
varre areas iguais em tempos
iguais.

Vamos considerar a éarea
AA varrida pelo planeta num in-
tervalo de tempo At . Quando o
intervalo de tempo for muito pe-
gueno, a area do triangulo ponti-
Ihado em vermelho vale aproxi- ]
madamente: .

AA =1 . (r.A8)/2
onde r mede aproximadamente a distancia entre o Sol e o planeta e A8 mede o angulo
varrido pela linha quando o planeta se movimenta da posi¢ao inicial até a final. A taxa
com que essa area varia com o tempo é dada por:

BA 1 .00
t 2 At
e quando o intervalo de tempo N
tender a zero: :
dA 1 ,d6 1,
—==r —==r’w
d 2 dt 2
onde w é a velocidade angular . .' °
do planeta. 1

Por outro lado, o vetor
momento linear p do planeta

tem a direcdo tangente a curva
descritas por esse objeto. Iremos
decompor esse vetor segundo

uma componente radial e outra componente perpendicular. A componente radial tem a
direcdo ao longo da linha que une o planeta ao Sol e componente perpendicular é per-

pendicular a essa linha. Desse modo, o vetor momento angular L do planeta num dado
instante é dado por:

L=rfxp O L=rp,=r(mv,)=r(mwr)=mrw

Considerando a variacao da area varrida pela linha, encontramos que:
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dA L

dt  2m

Se dA/dt é constante como Kepler afirmou, isso significa que L também deve ser
constante - o momento angular deve ser conservado. Assim, a segunda Lei de Kepler
equivalente & lei de conservacdo do momento angular

Terceira - Lei dos Periodos: O quadrado do periodo

de qualquer planeta é proporcional ao cubo do semi- X

eixo maior de sua Orbita.

Por simplicidade, vamos considerar que a o6rbita do pla-

neta de massa m é circular de raio R, e 0 movimento

tem um periodo T . A Unica for¢a que atua no planeta é J

a forca gravitacional e portanto ela é a forca centripeta:

2
mM:mV— O v2:GM
R R

F=G

2

Mas, por outro lado:

T OoT O
ou seja
T 2 7.[2
— = = constante
R G

Orbitas de satélites e energia

Vamos considerar o movimento de dois objetos estelares de massas M e m res-
pectivamente, com interacdo dada pela Lei de Gravitagdo Universal, que num dado mo-
mento estdo distantes entre si uma distancia r . Vamos supor ainda que a origem do refe-
rencial esteja localizada em M, e para simplificar, que a Orbita de m ao redor de M seja
uma circunferéncia - ao invés do caso mais geral que seria uma elipse.

Esse sistema € conservativo, e a Energia Mecanica E é a soma das Energias Ci-
nética K e Potencial U .

A Unica forca que esta atuando € a gravitacional, portanto ela € a forca centripeta,
e desse modo:
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Mm v’

_aMm _ vt o 1 o, _1.Mm -1
F=G SoEme— K 5 mv 2G ; 0 K(r) ZU(V)
e desse modo:
E=-1u+u 0 E()=-icMM
2 2 r

Quando a Energia Mecanica é negativa (como neste caso) temos um sistema fe-
chado pois a particula ndo € livre para se libertar do potencial e se afastar para uma dis-
tancia infinitamente grande. Isso é decorréncia do fato da energia potencial (que é negati-
va) ter um moédulo maior que a energia cinética e como consequéncia a particula estara
presa a este potencial. Em contraposicéo, a particula sera livre quando a energia mecani-
ca for positiva.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

07

A gque distancia da Terra, medida ao longo da linha que une os centros da Terra e do
Sol, deve estar uma sonda espacial para que a atracéo gravitacional deste anule a da
Terra?

R-h h
R = 1,5x10M"m < >« >
Ms = 1,99x10§2kg Sol P F  Tera
Mr = 5,98x10%'kg Q > @
Sonda

Vamos considerar m a massa da son-
da. A uma certa altura h da Terra as < R >
duas forcas sobre a sonda seréo iguais.

As forcas que o Sol e a Terra exercem sobre a sonda tém a forma:

Igualando as duas for¢as encontramos que:

M M M s
s_=—T 0 —=h*=(R-h
(R-h)} h? M, ®=n)

A fisica do problema esta equacionada e resta agora resolver esta equacao do se-
gundo grau. Definindo

a= M
MT
a equacao toma a forma:
ah=R-h 0O hzlJFf = R
a
1+ M,
I\/lT
Desse modo:
h=2,6x10%m

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo
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Na figura ao lado, duas esferas de massa m (m, e mgz) e uma terceira de massa M
(m,) estdo nos vértices de um triangulo equilatero, e uma quarta esfera de massa my
esta no baricentro do triangulo. Se a for¢ca gravitacional resultante sobre esta quarta
esfera é nula, exprima a massa M em termos da massa m.
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m; =M
m> =m
mz=m
my

Cada um dos angulos internos de um tri-
angulo equilatero tem o valor de 60° , e
portanto o angulo entre a bissetriz deste
angulo e um dos lados vale 30°. Quando
dividido pelas bissetrizes, o triangulo
equilatero da origem a seis tridngulos
retdngulos como mostrados ao lado. O
angulo o = 30° por ser a metade da bis-
setrize B=60° por ser complementar a
a . Vale lembrar que a esfera central esta
equidistante (a ) das outras trés esferas.
Com essas consideracoes, as forcas tém
a forma:

F =iF, +jF,

Fx=F,senB-Fz;senB=0 [ Fy=F;

Fy=Fi1-FycosB-FscosB=0 [ Fi1=2F,cosB=2F;(0,5)

m,M
0o G—

G

m,m

0 M

2

a

2 =

a

2

m

0 F1:F2
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Na figura a seguir, quatro esferas estao nos vértices de um quadrado de lado 2,0cm.

Qual o modulo e a direcao da forca gra-
vitacional resultante sobre uma esfera
colocada no centro do quadrado com
massa ms = 250kg ?

m; = 500kg
m, = 300kg
ms = 500kg
m, = 100kg
ms = 250kg

a=2cm =0,02m

500kg

300kg

100kg

www. fisica.ufpb.br/~romero
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A distdncia r entre cada vértice e o

centro tem a forma:

2 2
- =BRH+BRH-2
R0 ®o 2
ou seja:
r=2
J2
IE:IA(Fl_F3)+j\(F4_F2)
oF, = MM
_ 0
F,=F,-F, O O
E: -G m,m
=
0
7. <6 :
F, =F,-F, O B B
m,m m,m
. =G5 =26
F, =20{6,67x10™N [in* /kg Z)QLkgz(lOOkg —300kg)= - 0,166N
(0,02m)
F =-j(0166N)

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

13

Fazemos uma cavidade esférica em uma bola de chumbo de raio R , de tal modo
que sua superficie toca o exterior da esfera de chumbo, passando também pelo seu
centro. A massa da esfera, antes de ser feita a cavidade, era M . Qual a intensidade
da forca gravitacional com que a esfera cOncava atrairA uma pequena esfera de
massa m , que esta a uma distancia d do seu centro, medida ao longo

Vamos lancar mao do seguinte artificio < d >
para resolver. vamos considerar que a

esfera com uma cavidade é resultado da
composicdo de uma esfera macica de
raio R e de uma esfera de massa nega-
tiva e raio R/2 colocada exatamente no
local da cavidade.

A forca de interacdo da esfera com cavi-
dade e a pequena esfera de massa m,

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero 23
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sera simulada pela interacdo das esfera macica e a de massa negativa com a pe-
guena esfera.

Vamos considerar que as esferas ttm mesma densidade. Seja V o0 volume da esfe-

ra macica e Vg 0 volume do buraco que foi feito numa esfera macica para construir
a esfera concava. A massa da esfera macica é:

M :pV:pgnR3

Por outro lado, a massa retirada para fazer o buraco vale:

10 4 0_M
v, = pnRH =104 g0 M
~PYe T P3 g 8%0 37 H 8
e portanto a massa Mgr que restou depois de ter sido feito o buraco, foi:

_™M
8

M, =M -M,

A forca da esfera restante de massa 7M/8 sobre a pequena esfera sera:

O U
~ O 5 O
FR:F+FB:GrEEA+Gm(MBZZGrSEA%— d =
b -RE 0 sh-RED
O 20 B 0O 200
e finalmente:

O O

_ mMD 1 B

FR_G d? %_ R 20

0 8d--HO

8§ 0O 2d00g

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

14 | Uma barra fina de massa M é deformada até adquirir a forma de um semicirculo de
raio R, como na figura a seguir.

a) Qual é a forca gravitacional (em mo-
dulo e direcdo) sobre uma particula
de massa m e colocada no centro de
curvatura da barra? R

Vamos resolver este problema para
uma situacao genérica, onde a barra m
foi deformada de modo a adquirir a
forma de um arco de circulo de raio R

Cap 14 www. fisica.ufpb.br/~romero 24
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mas com um angulo 6, ao invés de 7T
Vamos colocar a massa m no eixo
de simetria do arco, mas a uma dis-
tancia d do seu centro de curvatura.

Para realizar esse calculo vamos con-
siderar a forca de atracdo entre a
massa m e uma elemento de massa
dM que pertence a barra deformada e
esta localizada a um angulo 6 do
centro de curvatura e tem a largura d
angular de df.

O elemento de massa dM esta a uma distancia r da massa m e a reta que 0s
une faz um a@ngulo a com o eixo x . A forca entre m e dM esta na direcdo da
reta que une essas duas massas e tem a forma:

dM [dF, =dF cosa
aF=cM™ 5 H
r
BjFY =dF sena

A distancia r tem a forma:

r* = (R sen@)? + (R cosB + d)?
ou seja:
rP=R?*+d?*+2Rdcosf
e por outro lado:
d +Rcos6

r

cosa =Rcos8+d 0O cosa =

rsena =Rsen8 [0 sena =senf

I [ [

Considerando que a massa da barra tem uma distribuicdo uniforme, podemos
dizer que:

M=A(R&) 0O dM=ARdE
e finalmente:

dF, :Gm(dee)cosa =GmAR d +Rcosd do

r (R2 +d? +2Rd cos@)%

e de maneira equivalente encontramos que

dF, :Gm(dee)sena:Gm/\R 5 ZSGI’]Q d
r (R +d +2Rdcos€)

Integrando essas equacdes, encontramos:
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0o
E, :GmM 2 d +Rcosf 46

6, ] (R2 +d* +2Rd cos@)%

9o

: GmM sen@ 46

F
6, " (R2 +d* +2Rd cos@)%

A integral que define Fy tem solucéo simples, fazendo-se as substitui¢coes:

U
0 u =R*+d? +2RdcosE49—H
[ =R?+d? +2Rd cos@ 02 0
% 0 ug —R2+d2+2Rdcos£H
J du=-2Rd sen0d6 d 02 0
0 senfdf = ——
- 2Rd
mM 1 “du
F, =-G
Y 6, 2Rd Ju/

como o limite inferior u; é igual ao limite superior ur essa integral é nula. e des-
se modo € nula a componente y da for¢a de interacdo. esse resultado ja poderia
ser antecipado se tivéssemos considerado que cada elemento de massa acima
do eixo x produz uma contribuicdo para Fy que sera anulada por um elemento
simétrico a ele abaixo do eixo X .

Ja a equacédo que define Fx nao tem solucdo exata nas condicfes que foi pro-
posta.
2
2
E, :GmM d +Rcosé _de
6, ] (R2 +d* +2Rd cos@)é

Vamos considerar algumas situacoes tipicas.

1. Inicialmente vamos analisar a situagcdo em que a barra e a massa estao muito
distantes uma da outra. Em outra palavras d >>R e a integral toma a forma:

3
F G—mMi do = c™ 1y 0 =M
8, d’ d?

0

e esse resultado nos diz que a barra e a massa quando estdo muito distante se
atraem como se fossem massas pontuais.

Em segundo lugar vamos analisar as diversas possibilidades que acontecem
quando d=0.
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6, ()

2 "2
Fy =M [ Rc0539d9 :Gm—M2 Jg’cosedB:ZG mM2 sen@H
6, = (R2)" 6.R” = 6,R* 020

2 2

Se escolhermos 6, = 11, como no caso proposto neste problema:

_26mM
m R?

F

X

Qual seria a forga gravitacional sobre m se a barra tivesse a forma de um cir-
culo completo?

Usando o resultado do item anterior € facil perceber que quando 6, = 2 a forca
Fx € nula.

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

17 | A maior velocidade de rotacdo possivel para um planeta é aquela em que a forca

0)

Cap 14

gravitacional, exercida sobre a matéria em seu equador, é exatamente igual a forca
centripeta necessaria para manter essa matéria em rotacao.

Porqué?

Podemos considerar um modelo para esse objeto como sendo composto de ma-
téria fria e solida como a Lua, Terra e etc. Mas por outro lado podemos conside-
rando que o objeto estelar € composto de matéria ndo soélida, como as estrelas.
O que mantém esse objeto coeso? E basicamente a interacdo gravitacional ou
entra em questao outro tipo de interacdo entre a matéria.

Na situacdo mais simples, existe apenas a interacdo gravitacional. Desse modo,
se a velocidade de revolucao do objeto for maior que aquela possivel de manté-lo
coeso através da atracado gravitacional ele simplesmente ird perdendo matéria
gue sera ejetada pois ele ndo consegue manté-la coesa.

Mostre que o periodo de rotacdo minimo, correspondente a tais condigbes, é
dado por:

T = E
\Gp
onde p é adensidade do planeta que supomos ser homogéneo.

Vamos considerar a interacdo entre uma pequena massa m que esta na super-
ficie da Terra com toda a massa da Terra:

2
F=G MM _ mY_
R, R,
www. fisica.ufpb.br/~romero 27
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2 2
oM e PR H g o7 24T s
OT 0O GM

R

T T

T2 = 3m B‘lan :3_7-[ O T-= ﬂ
GM, B 0O Gp \Gp

b) Calcule o periodo de oscilagdo, considerando uma densidade igual a 3g/cm® ,
gue é tipica de muitos planetas, satélites e asterdides. Nunca foi encontrado um
objeto astronémico com periodo de rotacdo menor que o determinado pela anali-
se feita neste problema.

ou ainda:

p = 3g/cm? = 3x10%kg/m?*
G = 6,67x10 ' m%/kg.s?

Depois dos calculos, encontramos que:

T = 6,86x10%s = 114,33min = 1,90h

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 62. edicéo |

22 |Duas cascas concéntricas de densidade uniforme, tém massa M; (interna) e M,
(externa) e estdo distribuidas como mostra a figura ao lado. Calcule a for¢ca gravita-
cional sobre uma particula de massa m quando ela estiver em:

a) r=a

O ponto a é externo as duas cascas esféricas e

portanto a massa m sente o efeito da presenca

das duas cascas. Elas se comportam como se

toda a massa de cada uma delas estivesse no a
seu centro geométrico. Desse modo a for¢ca que

as cascas exercem tem a forma:

(M, +M,)m
a’ c

M M
F,=F +F, =G0 g2 =

G
A 1 2 a a

2

b) r=b

O ponto b é externo a casca esférica de massa M; e interno a casca esférica
de massa M, , e desse modo a massa m nao sentira o efeito da presenca da
casca M; que a envolve. A forca que a casca esférica de massa M; exerce €:

M,m

Fo=G-

C) r=c
O ponto c é interno as duas cascas e portanto ndo existira forca gravitacional
atuando na massa m .
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As trés esferas na figura a seguir, com massas m; = 800g , m, =100g e m3 = 2009,
estdo com os seus centros alinhados, sendo L =12cm e d =4cm . Vocé movimenta
a esfera do meio até que a sua distancia centro a centro de m3 seja d =4cm.

a) Qual o trabalho realizado sobre m, por vocé?

Vamos considerar a origem «d 5 <9y
do eixo X no centro da esfe- m1 ms ms3
ra de massa m; . O trabalho ‘ . ‘ >
€ definido como: e X
x=0
B - < >
W, {F Call L

Podemos levar a esfera m, da posi¢éo inicial A até a posic¢édo final B de diver-
sas maneiras. O modo mais trivial seré exercer sobre essa massa uma forca tal
gue anule a forca gravitacional resultante, e desse modo o movimento se dara
como velocidade constante. A forca resultante sobre a esfera m, , quando ela
estd em um ponto genérico x entre as duas outras esferas, tem a forma:

= ~.mm, ~ mym
R 12 32 122+|G : 22
X (L—x)

onde na posicao inicial A temos x =d e na posi¢éo final B temos x=L-d.
Como vamos exercer uma for¢a que anule a forga resultante, devemos ter:

~ - A Cn m, [
F=-F, =iGm L3
; 5k (L-xFr
O vetor deslocamento ¢ definido com dl =i dx , @ desse modo:
t-d [m m. U
W,, =Gm L - —2 X
AB 2 Tjr [P(z (L _ X)z %Fl

ou seja:

L-d dx L4 dx
WAB :C;mlm2 ‘d[- F_C';m?’m2 -(!. m

Fazendo a substituicdo u =L - x na segunda integral I, , encontramos que:

(b=L-x (X, =d -u, =L-d
0 0
0 O 0

B:iu:—dx B»(B:L—dauB:d

ou seja:
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L4 dx d du L-d du

I, =-Gm.m ———=4+Gm.m — ==-Gm.m —
2 3 2 J (L—X)2 3 2|_'Idu2 3 Z‘d[-uz

Desse modo, temos entdo que Wpg toma a forma:

W,, =G(m, -m,)m, HE’Z 5,0x10 ™ Joules

b) Qual o trabalho realizado sobre m, pela for¢a gravitacional resultante sobre m;
devido as outras esferas?

Como ja foi indicado, o trabalho da forca resultante tem sinal contrario ao traba-
Iho calculado anteriormente:

WE = - Wag = - 5,0x10 1 Joules

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo
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Um foguete é acelerado até uma velocidade v, =2,/gR, proximo a superficie da
Terra (aqui Rt € o raio da Terra) e, entdo, orientado para cima.

a) Mostre que ele escapara da Terra.

Vamos inicialmente calcular a Vo Ve

velocidade de escape de um

objeto da superficie da Terra.

Em outras palavras, qual deve PR
Rt
<

ser a velocidade de um objeto na
superficie da Terra para que ele
consiga escapar da influéncia de Feo
nosso planeta?

A energia mecanica de um objeto de massa m que esta sob a influéncia de uma
forca gravitacional é a soma de suas energias cinética e potencial gravitacional,
ou seja:

Mm

r2

onde M é a massa do segundo objeto e r é a distancia entre eles. A érbita do
objeto de massa m ira depender do valor de sua energia mecéanica E . As pos-
siveis oOrbitas séo:

E=K+U :%mvz -G

E <0 [J Orbitafechada - elipse
E=0 [ caso limite - parabola
E >0 [J Orbita aberta - hipérbole
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Como queremos calcular a velocidade minima para o objeto escapar (Orbita
aberta), vamos considerar a possibilidade E =0 , ou seja:

mM

2GM
=0 0O v,= CM,
R, | R,

A forma velocidade de escape ve pode ser colocada em outros termos se consi-
derarmos que:

E :%mvé -G

mM GM
mg=G—~ 0 g=—7
R; R;
e finalmente temos que
Ve =2R.g

No nosso problema temos um objeto que € lancado com velocidade
v, =2,gR, , e como Vo >Ve 0 objeto escapara.

Mostre que a sua velocidade, quando estiver muito distante da Terra, sera

vV, =420R, .

Com essa velocidade na superficie da Terra, a energia mecanica do objeto sera:

M
E:—mvj—GmRT:%m(4gRT)—ngT 0 E =mgR;

T

Num ponto muito longe da superficie da Terra r — o« e a energia potencial gra-
vitacional € nula. Desse modo a energia mecanica € puramente cinética e por-
tanto:
= 1 mvi

2
onde V. € a velocidade do objeto quando estiver muito distante. Igualando as
energias nas duas situagdes, encontramos que:

mv: O v, =,20R,

E=mgR, =

N~

Capitulo 14 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Uma esfera de massa M e raio a tem uma cavidade concéntrica de raio b, como é
mostrado na figura a seguir.

a)

Faca um esboco do grafico da forca gravitacional F exercida pela esfera sobre
uma particula de massa m a uma distancia r do centro da esfera, em funcéo de
r entre os limites 0 <r <o . Considere em particular os pontos r=0,b,a e .
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Quando a particula estd numa posicéao
externa a esfera, ele sente a interacao
como se toda a massa de esfera esti-
vesse em seu centro. Desse modo:

mM

r2

rza 0O F(r):—G

Quando a particula estiver no interior da esfera num ponto a uma distancia r do
seu centro, apenas a massa da esfera localizada na regido mais interna que r
exercera forca gravitacional sobre essa particula. A massa M(r) da esfera que
ird exercer essa forca é calculada como:

M(r)=pv()= p%n(r?’ —b3)
Mas a massa total da esfera pode ser escrita como:

M=pV = p%n(a?’ -b°)

de onde encontramos que:

A forca gravitacional tera a forma:

M(r)m mQO M 3 e
(I’) I'2 I'2 %3_b3§r b )

e finalmente podemos concluir que:
bsr<a 0O F(r):—Bicj “&%——2%
a° - r

Quando a particula estiver no interior da cavidade sera nula a for¢a gravitacional
exercida pela esfera, e portanto:

r<b 0O F(r) =0
Esboce também o gréfico da energia potencial gravitacional U(r) deste sistema

De modo equivalente ao caso da forca podemos dizer que quando a particula

estda numa posicdo externa a esfera, ele sente a interacdo como se toda a massa
de esfera estivesse em seu centro. Desse modo:

rza O V(r):—Gmr—NI

www. fisica.ufpb.br/~romero 32



Prof. Romero Tavares da Silva

Para calcular a energia potencial gravitacional no interior da esfera vamos usar
os resultados dos calculos da forca. A definicdo variacdo de energia potencial €
dada por:

F_ —
U, -U, = -[Fd

Vamos considerar a posi¢ao inicial um ponto distante de a do centro, localizado
na superficie externa da esfera. O ponto final sera interior a esfera:

U(r):U(a)—

F ol

Oy =

Mas por outro lado:

£ =—7F()

| ==rdl =rdr

oooo

Iza3_b3 r
emM B2 L1 B
U(r)=U(a)—a3”2b3§5 00

bsr<a O U(r):—GmaM—a(fT'\éLErZ;az+b351_1%
[ 0 a[g

e para r <b , a energia potencial assume um valor constante em toda essa re-
gido, e desse modo, esse valor constante sera aquele do limite dessa regiao.

Assim

2 _ 42
O<sr<b O U(r):—GmM—(meLEb a +b3%—1%
a a-b'g 2 a[m
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Vamos usar nos graficos os valores a=6m e b=4m.

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
D 5 10 15 25 30 35 40
-0,01 -
—~~
=
LL
-0,02
-0,03
r
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
D 5 10 15 20 25 30 35 40
-0,05
—~
o
>
-0,15 1
-0,2
r
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54 |Um sistema particular de trés estrelas é formado por duas estrelas, cada uma de
massa m , em Orbita ao redor de uma estrela central de massa M , ocupando a
mesma Orbita circular de raio r . As duas estrelas estdo, sempre, uma em cada ex-
tremo de um didmetro da orbita. Deduza uma expressao para o periodo orbital das
estrelas menores.

Cada uma das massas sente a interacao das
outras duas. Cada uma das massas menores m: M L m

sente a forga dada por: ¢ . """"""""" . """""""" . T

2 AAAAAAAA
F:GmM +G mZZGEZH\/l"'m ..............
r-o 40

re (2r)
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Mas a forca resultante sobre cada uma das massas menores, pode ser colocada
como a forca centripeta que age sobre ela, e desse modo, temos:

VvV
F=m—
-

Igualando as duas ultimas equacdes encontramos que:

|
N
3

VZ:EH\/|+
r

~[3

H=H"H o T°=
00T o

&@LD

ou seja:
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15. Fluidos

Fluidos compreendem liquidos e gases. Os liquidos escoam sob a acdo da gravi-
dade até preencherem as regides mais baixas possiveis dos vasos que os contém. Os
gases se expandem até ocuparem todo o volume do vaso, qualquer que seja a sua forma.

As moléculas em um gas ndo tém restricdo de movimento dentro do recipiente que
o contém, e podem se deslocar através de toda essa regido do espaco.

Ja o liquido esté restrito a se mover abaixo da sua superficie. Grande parte de suas
moléculas ndo tém energia suficiente para vencer essa barreira imposta pela superficie,
dai a contencédo entre a sua superficie e as parede do recipiente.

Na Mecéanica dos Fluidos estudamos o movimento do conjunto de particulas e ndo

0 de cada particula, como na Mecéanica Newtoniana.

Densidade

Define-se densidade p de um material como a relacdo entre a sua massa e 0 seu
volume. De maneira formal, analisamos apenas uma pequena por¢do do material de
massa Am e volume AV e definimos a sua densidade como:

p_Am
AV
e se este material tiver uma distribuicdo uniforme de massa, a sua densidade sera a

mesma em todas as suas partes. Nesse caso teremos p=m/V .

Pressao

A pressdo mede a relagdo entre a forca aplicada a uma superficie e o tamanho da
superficie considerada.

Seja AF a forga que esta sendo aplicada em um ém-
bolo de superficie AA . A pressdo p que esta forca esta AF | AA
exercendo no émbolo é definida como:

p=2F
AA

A rigor, a pressio é definida para o limite desta raz&o,
no limite quando a area tender a zero. Ou seja:

=— 0O dF=pdA
p dA Y
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Fluido em repouso

Para deduzir a relagéo entre pressado, densidade e profundidade, analisemos um
fluido de densidade p em repouso num dado recipiente, como mostrado na figura a se-
guir. Vamos considerar um cilindro imaginario desenhado nesse fluido. Esse cilindro tem
superficies A paralelas a superficie do fluido e uma altura dy ao longo da profundidade
do fluido. A forga liquida dFr que o fluido exerce neste cilindro € dada por:

pA-(p+dp)A=dFgr
onde pA é a forca que atua na super-
ficie inferior e (p + dp) A é a forca que
atua na superficie superior do cilindro (p+dp)A
imaginario. Como o cilindro esta em
repouso, essa forgca deve ser igual ao
peso do cilindro. Desse modo: pA
-dp A=dFr=gdm
Y.Y
Mas
dm=pdV=pAdy
ou seja:
dp=-pgdy (p+dp)A

logo

P2 Y2

[dp =~-[pgdy

P1 Y1 pA
Quando a densidade puder ser
considerada uniforme, ou seja quando
a densidade nao variar com a altura, a

integracao tera a forma:

P2 Y2
[dp =-pg [dy
P1 Y1
ou seja:
P, =P, =-pP9 (yz _yl)

Considerando que a pressdo aumenta com a profundidade, vamos definir a profundidade

como h, a pressao nesta profundidade como p e a pressao superficial como po , e des-
se modo:

p=potpgh

Assim encontramos que a presséao varia linearmente com a profundidade h .

Cap 15 www. fisica.ufpb.br/~romero 3



Prof. Romero Tavares da Silva

O Principio de Pascal

A presséo aplicada a um fluido contido em um recipiente € transmitida integral-
mente a todos os pontos do fluido e as paredes do recipiente que o contém.

Se a presséao atmosférica for chamada de po , a pressdo em uma profundidade h
deste fluido sera dada por:

P=po+pgh

Caso a pressao atmosférica varie, e num certo dia ela passe para o valor p; onde
p1 < po, a pressao no interior do lago também ira variar como consequéncia desta mu-
danca, e teremos:

p=p1+pgh

O Principio de Arquimedes

Todo corpo total ou parcialmente imerso em um fluido, recebe deste um empuxo
vertical dirigido para cima, de médulo igual ao peso do fluido deslocado pelo corpo.

Esse Principio resume uma infinidade aspectos da influéncia de um liquido sobre
um corpo solido que nele esta imerso (ou parcialmente imerso).

Porque um pedaco de madeira flutua e uma pedra afunda? Porque um navio flutua,
mesmo sendo feito de ferro? Porque um submarino consegue ter controle sobre a escolha
da profundidade em que se encontra? Questdes deste tipo sdo respondidas com a aplica-
¢ao do principio de Arquimedes.

Fluidos ideais em movimento

O movimento de fluidos reais € complexo e ainda néo é inteiramente compreendi-
do. Por exemplo, ndo existe uma compreensao clara sobre o fenbmeno das turbuléncias.

Vamos restringir a nossa analise aos fluidos ideais. Sdo aqueles que apresentam
um comportamento bem mais simples, e principalmente, sabemos analisar os seu movi-
mento. Um fluido ideal tem pelo menos as seguintes caracteristicas:

Escoamento estacionario

A velocidade do fluido em qualquer ponto fixo ndo muda com o tempo. Neste tipo
de escoamento a velocidade de um elemento de volume do fluido pode variar enquanto
ele muda de posicdo, mas a velocidade do fluido em cada ponto do espaco permanece
constante ao longo do tempo.

Escoamento incompressivel

A sua densidade é constante, independente das circunstancias, como o aumento
de pressédo ou temperatura.
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Escoamento néo viscoso

Grosseiramente, a viscosidade de um fluido € uma medida da sua resisténcia ao
escoamento.

Escoamento irrotacional

Em um escoamento ndo - rotacional, um corpo néo girara em torno d um eixo que
passe por seu centro de massa.

Vamos estudar o escoamento estacionario, incompressivel, irrotacional e nao - vis-
COSO.

Linhas de corrente e a Equacgédo da Continuidade

Uma linha de corrente € a trajetoria de um elemento de volume do fluido. Enquanto
esse elemento de volume se move, ele pode variar a sua velocidade em médulo direcdo e
sentido. O vetor velocidade serad sempre tangente & linha de corrente. Uma consequéncia
desta definicdo é que as linhas de corrente nunca se cruzam, pois caso o fizessem o ele-
mento de volume poderia ter uma das duas velocidades com diferentes dire¢des, simulta-
neamente.

Em um escoamento podemos isolar tu-
bos de corrente, cujos limites séo definidos por
linhas de corrente. Tal tubo funciona como um Az, vy
cano, porque nenhuma particula escapa atra- A1, Vi
vés de suas paredes - pois justamente essas
paredes definem as linhas de corrente.

Consideremos o tubo de corrente na figura C
ao lado, onde o fluido se move da esquerda
para a direita. O tubo tem secdao transversal A;
e A, nas posicoes indicadas e velocidades respectivas vi e va.

Observemos durante um intervalo de tempo At o fluido que cruza a area A; . A
massa de fluido que atravessa essa superficie neste intervalo € dado por

Am1=plAV1=p1A1(V1At)

Como ndo existe fonte ou sorvedouro de massa entre A; e A, , essa mesma
massa de fluido atravessara a superficie A, e sera dado, nesse caso, por:

Am2=p2AV2=p2A2(V2At)
onde concluimos que:
' PLALVI=P2 A2 V2
ou seja:
p A v = constante

ao longo de um tubo de corrente. Algumas vezes a equacao anterior € chamada de equa-
¢ao de continuidade para escoamento de fluidos.
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Como as linhas de corrente ndo se cruzam, elas se aproximam uma das outras a medida
gue o tubo de corrente diminui a sua sec¢ao transversal. Desse modo o adensamento de
linhas de corrente significa 0 aumento da velocidade de escoamento.

A equacéao de Bernoulli

A equacao de Bernoulli relaciona variacao de presséo, variagao de altura e variacao
de velocidade em um fluido incompressivel num escoamento estacionario. Ela é obtida
como uma consequéncia da conservacao da energia.

Considere um tubo de largura variavel por onde entra um fluido a esquerda e sai a
direita, como mostra a figura a seguir. A esquerda, o tubo tem secéo transversal de area
A; e a direita ele tem uma secéo transversal de area A, . A esquerda, parte inferior do
tubo esta a uma certa altura y; de um certo referencial e a parte superior do tubo a di-
reita estd a uma altura y, desse mesmo referencial.

Vamos considerar o movimento deste fluido que num dado instante ocupa o volume
entre os planos 1 e 2 na figura a seguir, e depois de um intervalo de tempo At ele pas-
sa a ocupar o volume entre os planos 1" e 2" .

P2A>
1 1’ < ,,,,,,,,,,,,, »
P1AL VoAt
Y2 y
SV VA\ S > Y1
\ \ >
V4

O volume entre os planos 1 e 1 € AV; e o volume entre os planos 2 e 2" é AV,
, onde temos que:
AVq = (V1 At) A

AV, = (V2 At) LA

Considere um intervalo de tempo At pequeno, tal que através da superficie A;
passe uma massa Am; e através da superficie A, passa uma massa Am, . Essas
massas podem ser escritas como:

A= AVi=p1 [ (Vi 4At) Az ]
e de modo semelhante:
Am2=p2AV2=p2[(v2At)A2]
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Como a massa que entra pela esquerda deve ser igual a massa que sai a direita, temos
que
Am; = Am;

e como o fluido é considerado incompressivel, a densidade a esquerda p; € igual a
densidade p, a direita, logo

P = P2
Desse modo:
Am = Am; = Amy
' P=pP=p0
ou seja:
ViAi=Vv2 Ay

O trabalho W realizado pelas forcas externas sobre o elemento de massa Am é
igual a variacdo da energia cinética dessa massa quando vai da esquerda para a direita.
Uma das forcas externas a esse elemento de massa € a gravidade e a outra forca €
uma consequéncia da diferenca de presséo externa aplicada nas superficies A; e A;.
W =Wg + Wp = AK
W = trabalho realizado pela forca da gravidade.

W5p = trabalho ralizado como uma consequéncia da diferenca de pressao externa.

W, = [F, ol
2, .
W, = [F,

IEG el = (— fAm g)[(fdy): -Amg dy

W. =

G

(-amgdy)=-amgy[” =-amg(y, -y,)

Fl— N

Num intervalo de tempo At, uma elemento de massa Am deixou a parte inferior
do tubo e passou para a parte superior. Logo, 0 sistema armazenou energia potencial
gravitacional

We=-4Amg(yz2-Yy1)
Por outro lado:

—

F. [l = {(IZ p, A1)+ (— K p, A, )} [{12 dz) = (plAl)dz - (pZAz)dz

WP = plAlj‘dZ - pzAzj‘dZ = plAlAzl - p2A2A22 = plAl(VlAt)_ pzAz (VzAt)

1
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Mas
Al at)=av =4M
P
logo
A
WP = Tm (pl - pz)

A variacao da energia cinética é dada por:

AK = %Amvz2 —%Amvf

Podemos entéo dizer que:

A 1 1
Tm(pl - pz)_Amg(yz _yl): EAI'nVZ2 —EAme
ou ainda:
PPy, -y)= S i -vi)
ou seja:

2

1, 1
p1+pgy1+EpV1:p2+pgy2+5pvz
de onde podemos concluir que:
1 >
p+pgy+§pv = cons tante

gue é a equacéao de Bernoulli.
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O medidor de Venturi

O medidor de Venturi € um aparelho usado para medir a velocidade de escoa-
mento de um fluido de densidade P em um cano. O medidor € conectado entre duas
secdes do cano como mostrado na figura a seguir.

A 4rea A da secdo transversal da entrada e da saida s&o iguais a area da sec¢éo
transversal do cano. Entre a entrada e a saida, o fluido passa por uma regido estreita de
area a . Um mandmetro que contém um liquido de densidade p. conecta a parte mais
larga a parte mais estreita, onde a velocidade do fluido tem um valor V , que é maior que
a velocidade v na entrada do medidor.

Cano Cano
— Ve A —
> o A2 >
— —
N Jos N
4
"y
yl \ 4 n V
9

Vamos usar a equacao de Bernoulli para analisar a variacdo das grandezas
envolvidas.

1
p+pgy +Epv = constante
Aplicando essa equacao para esse cano, nas regides 1 e 2 , encontramos que:
1, 1
.+ P:vi + .9y, =h)=p, + 2 p.v; + gy, —h)

onde estamos tomando como referencial da energia potencial gravitacional o ponto mais
alto do liquido dentro do mandmetro, e desse modo podemos usar a Equacéo de bernoulli
apenas para o fluido do cano. Esta equacéo pode tomar a forma:

1 _ 1
p1+EpFV1 +ngy1 =P, +EpFV2 +ngy2

1 1
(b, + peay.)-(p. +p:0Y.)= PV =P
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No interior do mandmetro, as pressfes se equacionam do seguinte modo:
0 Py =P, tP:9Y,
0 _
., =p, +p.g(y, -h)
H p.=p,+pgh

Usando as duas primeiras equac¢fes na ultima, encontramos que:

(pl + P9 yl) = [pz + ng(yz - h)] + pLgh
ou seja:

(b, + pcay.)-(p, + Pc9Yy,)=p.gh-p.gh=(p - p;)gh

Identificando esta equacédo com a aplicacado da equacao de Bernoulli, encontramos

que:
1 1
S PVi =5 PV = (o = pe)gh
ou seja:
vZ—y? = Z(pL _pF)g h
2 1=
Pe
A partir da equacio da continuidade, encontramos que:
PLViAL=p V2 Az
ou seja:
Al
vV, =V, —

e desse modo

e finalmente:

y - |22 (e -p)gh
' (Alz_Azz)pF

e portanto podemos medir a velocidade v; do fluido ao entrar no cano.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

01

Encontre o aumento de presséao de um fluido em uma seringa quando uma enfermei-
ra aplica uma forca de 42N ao émbolo da seringa, de raio 1,1cm .

F = 42N Po
r=1,2cm=0,011m —
F F 2
Ap=—=—=110.487,7N/m
P A 7r? Po +4p
—

1N/m? = 1 Pascal

latm = 1,013x10° Pa
logo
Ap = 1,08atm

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

05

Um peixe controla a sua profundidade na agua através do ajuste do conteudo de ar
de um 0sso poroso ou em um saco de ar para que a sua densidade fique igual a da
agua. Sugonha gue, com as bolsas de ar vazias, um peixe tenha a densidade de
1,08g/cm® . Se ele quiser reduzir a sua densidade a da agua, que fracdo do volume
do seu corpo devera ser ocupada por ar dentro dos sacos? (Estes sacos sdo chama-
dos bexigas natatérias.

o = 1,08g/cm®
or = 1g/cm?®
A densidade do peixe variade p até pr:
O p = M,
2 "W
O
Ep — MP + MAR D MP
.
0 V. V.

Na definicdo de pr levamos em consideragdo que a massa de ar € muito
menor que a massa do peixe.

A razao entre os volumes tem a forma:

MP
Ve _ P _ P
V| MP pF
P
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Mas
VE=V,+ Var
logo:
V—I +VAR :&:&:1+\i ] \i:&—l
VI VI Pe VI V| Pe
\/
R =0,08
\/

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

07 |Em 1654, Otto von Guericke, burgomestre de Magdeburg e inventor da bomba de ar,
deu uma demonstracéo diante da Dieta Imperial em que dois grupos de oito cavalos
nao foram capazes de separar dois hemisférios de latdo unidos, dentro dos quais se
fez vacuo.

a) Pressupondo que os dois hemisférios tenham paredes finas, de forma que R, na
figura a seguir, possa ser considerado o raio interno e externo, mostre que a for-
ca F necessaria para separar os hemisférios € F = nR? Ap onde Ap é a dife-
renca entre as pressoes interna e externa na esfera.

A atmosfera exerce uma pressdo (e
consequentemente um forga) em todos
0s pontos dos dois hemisférios, mas
apenas a componente z dessa forca
"empurra" um hemisfério contra o outro.
As componentes x e y dessa forca
sao nulas.

oL

Isso pode ser percebido se observar-
mos que para cada elemento de forca

dF existe atuando um outro elemento
dF' simétrico em relacdo ao eixo z .

As componentes x e y de dF' anu-
lardo as componentes equivalentes de
dF . No entanto, somar-se-d0 as com-
ponentes z dessas forgas elementares

simétricas.
dF € um vetor radial, ou seja:
6
dF =-rdF
As suas componentes cartesianas sao:

dFx = - dF senfcos¢
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dFy = - dF senfsen¢
dFz = - dF cosé
Considerando que:
dF = po dA = po (R* sen6d6 d¢)

teremos que:

dFx = - po R? (sen’6 d6) (cos¢ d¢)

dFy = - po R? (sen’6 d6) (sen¢ d¢)

dFz = - po R? (senB cos6 d6) (do¢)
Integrando, teremos:

]

2 2
F, =[dF, = —pORzlsen2 0d6‘!cos¢ d¢

m

F, =[dF, = —posz‘senzedefsenqbdqb
0 0

5 2
F, =[dF, = —pOsz'senecosedBId¢

Mas por outro lado:

2 2n
B [cos¢dé = seng| " =0
%fsenq’) d¢ = —cos¢|z" =1-1=0
|:| 2 _
5 !)‘dq’) =2
logo:
Fx = FY =0
e

2
F, = ZnRZpOt[senecosedQ
Fazendo a substituicdo u = senf , encontramos que

1

1
F, = ZTRZpOJO‘udu = 2nR2p0§

Como F; € aforca resultante externa, vamos chama-la de Fq, ou seja:

F(): 7TR2 Po
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A forca liquida F é a diferenca entre as forcas internas e externas:
F=Fg-F1 = Tle(p() - pl) = TleAp

b) Fazendo R =30cm e a presséo interna igual a 0,10atm , encontre a forgca que
os cavalos teriam de exercer para separar os hemisférios.

R =30cm = 0,30m

Po = latm = 1,013x10°Pascal

p1 = 0,1atm = 1,013x10*Pascal
Ap=po - p1 = 0,9atm = 91.170Pa

F =25.777,7 Newtons

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6%, edicéo

11 |Uma piscina tem as dimensdes 24m x 9m x 2,5m .

a) Quando ela esta cheia de agua, qual é forca (devido somente a agua) sobre o
fundo, nas extremidades e nos lados?

H=2,5m
L=9m
C=24m
A pressao no fundo da piscina é dada
por: H C
P=pgH
+—>

Logo, a forca total no fundo sera:

L
F=PA=(ogH)(LO)

h=0
F=pgV h
dh
F = (10% kg/m®(10m/s?)(2,5 . 9 . 24 m°)
h=H
<+“—r

F=54x10°N
L
A pressao a uma profundidade genérica h € dada por:

P=pgh

A forca lateral em uma superficie dA ao longo desta profundidade e associada a
essa pressao tem a forma:

dF.=PdA=P(Ldh)=pgLhdh
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e portanto, a forca lateral é dada por:

g pgLH?
F = Lhdh =22 =10
) !pg 5

FL=2,8x10°N
Como temos duas superficies laterais iguais:
2F.=56x10°N

A forca ao longo do comprimento € dada por:

H 2
F. :J‘pg Chdh :M
0

Fc=7,4x10°N
Como temos duas superficies laterais iguais:
2Fc=1,4x10°N

Se vocé estiver preocupado com o fato das paredes e pisos de concreto se que-
brarem, seria apropriado levar em conta a pressao atmosférica? Porque?

Sim, por causa do principio de Pascal. A pressado que a atmosfera exerce na su-
perficie se transmite para todos os pontos da agua, inclusive os lados e o fundo.

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

12

Cap 15

a)

Encontre o peso total da agua em cima de um submarino nuclear, a uma profun-
didade de 200m , supondo que 0 seu casco (corte da sec¢ao transversal) tenha a
area de 3000m?.
Submarino
A = 3000m?
h =200m
ps = 1,03g/cm® = densidade da agua do
mar
A = Secao transversal do submarino

p=psgh
F=pA=psghA
F = (1,03x10%kg/m?)(10m/s?)(200m)(3000m?)

F=6,16 x 10°N

www. fisica.ufpb.br/~romero 15



Prof. Romero Tavares da Silva

b) A que pressao da agua um mergulhador estaria submetido a essa profundidade?
Vocé acha que os ocupantes de um submarino danificado, a essa profundidade
poderiam escapar sem equipamento especial? Considere a densidade da agua
do mar 1,03g/cm?®.

P=po+pPsgh
p = (1,01x10°Pa) + (1,03x10%*kg/m?)(10m/s?)(200m)
p = (1,01x10°Pa) + (2,06x10°Pa)

p=2,1x10°N =2,08 atm

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

15

Dois vasos cilindricos idénticos, com suas bases ao mesmo nivel contém um liquido
de densidade p . A area da base é A para ambos, mas em um dos vasos a altura
do liquido € h; e no outro € h, . Encontre o trabalho realizado pela for¢ca gravitacio-
nal ao igualar os niveis, quando os dois vasos sédo conectados.

A

Seja U(H) a energia potencial gravitacional
armazenada num recipiente de area transver-
sal A ealtura H. h=H |
A faixa de liquido a uma altura h , com uma e
espessura dh , tem uma energia potencial h |
gravitacional dada por:

du=dmgh=(pdV)gh=(pAdh)gh h=0 7
ou seja:

du=pAghdh
e portanto:
UH) = pAgIhdh = pgAH2
0

Considerando a situacao inicial, quando temos dois vasos que se comunicam, a
energia potencial gravitacional inicial do conjunto sera:

2 2

U, =U(h,) +U(h,) = pAg%+ PAg h?

Ou seja:
U, = ﬂzg(hf +h?)

Depois que o0s vasos sdo conectados, 0s seus niveis alcancam uma altura h de
equilibrio. Como néo existem perdas, a soma dos volumes dos liquidos dos dois tan-
qgues permanece constante, logo:
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hiA+h,A=2hA
ou seja:

A energia potencial gravitacional final do conjunto sera:

Ug = U(h) + U(h) = 2 U(h)

ou seja:
U, _25'M 2%’—51—55 pAgBhfH
AU =U, U, :prg[(hf +h2 +2hh,)-2(h? +h?)
AU pﬁg{ h? —hZ +2hh}
AU=—%9(h2 h,)
Mas

W =-AU = pig(h —h,)

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

19 | A 4gua se encontra a uma profundidade D abaixo da face vertical de um dique, com
ilustra a figura a seguir.

a) Encontre a forca horizontal resultante exercida no dique pela pressdo manomeéetri-
ca da agua.

Vamos considerar a forga elementar <
dA exerci sobre o dique por uma la- W .
mina de liquido represado. Essa la- [
mina estd a uma profundidade h e :
nessa profundidade existe uma pres- :
sdo p exercida pelo liquido . Desse D:
modo: :

dF = p dA = p W dh N

onde W é alargura do dique e dh é 0
a espessura da lamina.
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Mas
p=pgh
logo
dF =pgW hdh

e a forca resultante tera a forma:

D 2
= :mw!hdhzw

Encontre o torque resultante devido a pressdo manométrica da agua, em relacao
ao ponto O.

O torque que a lamina
exerce no dique, em
ralacdo ao ponto O é A
dado por:

dr =r xdF D%
ou seja: V
dr=(D-h) dF
ou ainda:

dr=(D-h){pgWhdh}=pgW (D -h)dh
e integrando, temos
r = pgW [(D -h)hdh = pgw ﬁthdh —ghzdhﬁ

D°0_ pgWD"
30 6

T=ngH:)D—2—
o 2

Encontre o brago de alavanca, em relagdo ao ponto O , da forca horizontal re-
sultante sobre o dique.

_ 3 2
r=fC 0 PIVD _How B
6 2

b
3

ou seja:
L =

onde L é medido a partir do fundo do dique.

www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

22 |Um pistom de area menor a é usado em uma prensa hidraulica para exercer uma

a)

b)

Que forca F o pistom maior sustentara?

Usando o principio de Pascal, a forca
aplicada f produz no liguido uma varia-
¢ao de presséo dada por:

O F=BéB

F
A T 0

Se o pistom da menor se mover de d, o
pistom maior mover-se-a de D , mas 0s
volumes associados a esses movimen-
tos serdo os mesmos. Ou seja:

V=ad=AD [ D:Bin
CAQ

O trabalho W; executado pela forca f sera:

=fd=F 2b2H=rFp =w,

O A

e portanto as duas forcas fazem o mesmo trabalho.

-+

T

pequena forca f num liquido confinado. Um tubo o conecta com um outro pistom
maior de area A .

Se o pistom pequeno tem um diametro de | =3,8cm e o grande de L =53cm,

gue peso no pistom pequeno sustentara 2 toneladas no pistom maior?

nEEH

F=f—=f

o>

Como F=Mg e f=mg, temos que:

m = MB'—H =10,28kg
NN

I:II:I:I

N

O

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

26 | Um objeto cubico de dimensdo L = 0,6m de lado e massa M = 450kg ¢é suspenso

por um fio em um tanque aberto com liquido de densidade p = 1030kg/m? .

a) Encontre a forca total para baixo, exercida pelo liquido e pela atmosfera sobre o

Cap 15

objeto.

www. fisica.ufpb.br/~romero
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L=0,6m

M = 450kg

p = 1030kg/m®

Po = latm = 1,013x10°Pascal

A forca total Fs exercida pelo liquido
na parte superior do objeto é:

L
F, =p.A= ek
s =Ps §00+p92§-

Fs =37.580,4N

b) Encontre a forca total para cima, na base do objeto.

3L F T
F =pA= + —H_Z s -
| pl ébo pg 2 |:| E
F = 39.805,2N
c) Encontre a tensao no fio. =

T=P+Fs-F

T=Mg+[h, +pg [ -, + g S0 = Mg - pL'g
T =450.10 - 39.805,2 + 37.580,4 = 4500 - 2.224,8
T=2.275,2N
d) Calcule o empuxo sobre o objeto, usando o Principio de Arquimedes.
E=(pV)g=pL3g=(1030kg/m® (0,6m)* (10m/s?
E =2.224,8N
e) Qual a relacdo existente entre todas essas quantidades?

E:F|-FS

P+T+E =0

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

27 |Um bloco de madeira flutua em agua com dois tergos do seu volume submerso. Em
oOleo, flutua com 0,90 do seu volume submerso.

Cap 15 www. fisica.ufpb.br/~romero 20
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a) Encontre a densidade da madeira.

O empuxo é proporcional ao volume do corpo
que esta submerso, porque é esse volume que
desloca o liquido.

Como o corpo esta flutuando, esse empuxo é
igual ao seu peso. Considerando inicialmente o
corpo de madeira flutuando na agua:

EA:PM

EloZVEg Vg O p,=

Pa

wWIlN

Como a densidade da &gua pa = 1g/cm®, encontramos que:
2 3 3
P :gg /cm® = 666,7kg/m

b) Encontre a densidade do 6leo.
Eo =Pw

Pu 20 3
v)g = _Pu 10, _20
[ps0v]g =(ov)g O 0o =t = 9 90, = - glem

Do = 740,7kg/m?

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

29 | Uma esfera oca, de raio interno igual a 8cm e raio externo igual a 9cm , flutua sub-
mersa pela metade em um liquido de densidade 800kg/m® .

a) Qual a massa da esfera?
R, =8cm = 0,08m
Re =9cm = 0,09m
oL = 800kg/m?®

Quando a esfera flutua, temos que:

P=E

ou seja
VE
M.g = o, = L
0O 20

logo:

1 4 _,
Mg :EpLgnRE 0O Mg =122kg

Cap 15 www. fisica.ufpb.br/~romero 21
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b) Calcule a densidade do material de que ele é feita.

|\/IE I\/lE I\/lE
pE = = =
VoVe-v A

Oe = 1342,18kg/m?

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

31 |Uma lata tem volume de 1200cm® e massa de 130g . Quantos gramas de balas de
chumbo ela poderia carregar sem que afundasse na agua? A densidade do chumbo
é 11,4g/cm®.

V = 1200cm®
M_ = 130g | |
pep = 11,4g/cm?®

pa = 1g/cm?® (densidade da agua) ‘ \
A lata tem um volume interno V e esté flutuan-

do. Que massa Mpy, de chumbo pode ser colo-
cada em seu interior? O peso total da lata mais

balas de chumbo tem de ser igual ao empuxo
exercido pela agua na lata. Ou seja:

(Mpp+ M) g=E

Usando o Principio de Arquimedes, o empuxo sera igual ao volume do fluido deslo-
cado, logo:

E=(aV)g O Mp+M)g= (paV)g
ou seja:

Mpb = pa V - M = 1200g - 130g

Mpp = 1070g

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

36 | Trés criancas, cada uma pesando 356N , constroem uma jangada amarrando tron-
cos de diametro 0,30m e comprimento 1,80m . Quantos troncos serao necessarios
para que a jangada as sustente? Considere a densidade da madeira como sendo
800kg/m? .

P = 356N ou = 800kg/m®
d = 0,30m oa = 1000kg/m?
L =1,80m

Seja V1 o0 volume de cada tronco. Desse modo:

Cap 15 www. fisica.ufpb.br/~romero 22
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2
v. = HL = 012m®
20

Como a jangada sera construida com N troncos, o volume V da jangada sera:
V=N Vs

Para que a jangada flutue com carga maxima, vamos considerar que ela ficara com-
pletamente submersa. Neste caso, 0 empuxo sera:

E=(V)g

E a jangada suportara o seu préprio peso mais o peso das criancas:

(PaV)g=(omV)g+3P

ou seja:
V :p_MV +3_P 0 V :3—P
P P9 g(pA _pM)
Mas
V=NV, O N =L
Vlg(pA _pM)
N = 4,45

Sera necessario um numero de toras maior que quatro. Supondo que a jangada sera
construida com um namero inteiro de toras, serdo necessarios cinco troncos para a
construcéo da jangada.

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

a7

Um tanque de grande area é cheio de agua a uma profundidade de 0,30m . Um bu-
raco de area A =6,5cm? no fundo do tanque permite que a &gua escoe.

a) A que taxa a agua flui pelo buraco?

D =0,30m
A = 6,5cm? = 6,5x10m?

Vamos usar a Equagéao de Bernoulli:

1
p+pgy+§pv = cons tante 2

nos pontos 1 na superficie da agua
dentro do tanque e o ponto 2 no bura- 3
co no fundo do tanque:
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1 ., 1 .,
p1+pgy1+§pvl:p2+pgy2+5pvz

Considerando que o buraco é pequeno em comparacdo a superficie da agua
dentro do tanque, podemos dizer, com boa aproximacéo, que a velocidade que o
nivel da agua baixa vi € desprezivel. Ainda considerando que o buraco é pe-
gueno, podemos considerar que o nivel D da agua varia muito pouco, e desse
modo:

D=yi1-Yy2
portanto:

1
p1+pg D:p2+§pvz

Os pontos 1 e 2 estdo em contato com a atmosfera, logo:

P1=P2=Po
logo:

pg D :%pvj 0 v, =42gD =2,4m/s

O fluxo de agua é definido como
p=VA
ou seja:
@ = A\/2gD = 1,58m°/s

b) A que distancia abaixo do fundo do tanque, a area da sec¢éo transversal do jato
sera a metade da area do buraco?

A agua vai fluir através do buraco e formar um tubo de corrente. Podemos usar a
equacao da continuidade para calcular a velocidade quando a secéo transversal
do tubo de corrente tiver a metade do valor original.

Vo A=v3(Al2) [0 v3=2vy,=48m/s

Vamos usar a equacao de Torricelli para calcular a altura h , abaixo do fundo do
tanque, em que acontece essa relacdo de areas; ja que a agua esta em queda

livre.
2 _ 2
h=Y2"V2 _gem
29

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

48

Sobre a asa de um avido de area A, 0 ar escoa com velocidade vc e sob a asa
deste mesmo avido (também de area A), a velocidade do ar é vg . Mostre que nesta
situacao simplificada, a equacédo de Bernoulli prediz que a magnitude L da forca de
sustentacdo na asa sera:

L= pal:-vi)

onde p é adensidade do ar.
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O fluxo de ar em torno da asa de um
avido tem qualitativamente a forma
desenhada ao lado. Devido ao seu
formato, existe um adensamento das
linhas de corrente acima da asa, e
portanto a velocidade nesta regido é
maior que a velocidade abaixo da asa.

TN

Usando a equacao de Bernoulli, iremos calcular quais as consequéncias deste dese-
nho peculiar de uma asa no que diz respeito a for¢ca de sustentacdo de um aviao:

YYYVVYVYY

1
p+pgy +§pv = cons tante

Aplicando essa equacdo para em ponto na parte superior da asa e para um outro
ponto na sua parte inferior:

1 1
Pc +pg Ye +Epvc = Ps +pP9 Ys +EPVB

ou seja:

2—

Ap=p, —pe == pli-vi)+pglye -ve)

N |

Como a diferenca de energia potencial gravitacional € desprezivel frente a outras di-
ferencas de energia presentes na equacao, podemos escrever que:

:%p(vé -vZ) O :%pA(vg ~v?)

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

“49” | Coloca-se um béquer de vidro, parcialmente cheio de agua, em uma pia, conforme
a figura & seguir. Ele tem massa de 390g e um volume interno de 500cm?® . Come-
ca-se, entdo, a encher a pia com agua e verifica-se por experiéncia que, se o bé-
guer estiver com agua até menos da metade, flutuara; mas se a agua nele estiver
acima da metade, permanecera no fundo da pia até a agua alcancar as suas bor-
das. Qual a densidade do material de que é feito o béquer?

Mg = 390g = 0,39kg
V, = 500cm?® = 0,0005m>

Vamos considerar o caso limite, onde o
nivel da agua da pia atingiu a borda do
béquer, que tem metade do volume in-
terno ocupado com agua.

O peso do conjunto agua + béquer
sera:
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P= (MA + MB) g= (pAV|/2 + MB) g

O empuxo sera
E=(oaVe) g

onde Vg € o volume externo do béquer. Além disso, a densidade do béquer sera
dada por:

No caso limite, 0 empuxo E serdigual ao peso P, e portanto teremos:

(oaVe) g =(paVi/2+Mg) g

Vv
Mg + 0,
V. = 2 M. +\i
o P, 2
Mas
M M
Ps = : O VE = . +V|
VE _VI Ps
ou seja:
VE - MB +\i MB VI
p. 2 P,
ou ainda:
M M M
E="f4+ L O p,=—-=2— =279g/cm’
Pa Pg 2 MB V'

p. 2

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

49

Se a velocidade de escoamento, passando debaixo de uma asa, € 110m/s , que ve-
locidade de escoamento na parte de cima criard uma diferenca de pressao de 900Pa
entre as superficies de cima e de baixo? Considere a densidade do ar

p = 1,3x10°g/cm?®

vg = 110m/s = 396km/h

Ap = 900Pa = 0,00888atm

p = 1,3x103g/cm?® = 1,3kg/m?
latm = 1,013x10°Pa

1 2A
dp=2pll-vi) O v :v;+7"

vc = 116,1m/s = 417,9km/h
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Se cada asa tiver dimensdes aproximadas de A = 0,5m x 3m = 1,5m?, as duas asas
corresponderdo a uma area de 3m?® . A forca de sustentacéo, neste caso, sera:

L=AAp=2.700N

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

50 | Suponha que dois tanques , 1 e 2, cada um com uma grande abertura na parte de

a)

Cap 15

cima, contenham dois liquidos diferentes. Um pequeno furo é feito nos dois tanques,
a uma mesma profundidade h abaixo da superficie do liquido, mas o furo no tanque
1 tem a metade da area de secéo transversal do furo no tanque 2 .

Qual a razdo p:1 /p> das densidades dos fluidos, se for observado que a vazdo
de massa é a mesma nos dois furos?

m=pV 1 2

Am = p AV A

Amy = p A Ay, ai J‘I ay
Amy = p A Ay,

Am é a variacdo de massa no

tanque quando o seu volume

varia de AV e o nivel do liquido

varia de Ay .

Para um intervalo de tempo At temos que

A_m = AA_y
At At
e no limite em que At - 0
dm dy dm
—=pA— O — =pAv
a P a PV

onde vs é a velocidade com que o nivel da agua diminui. Se considerarmos o0s
dois tanques, teremos que:

Odm,

U] = p1A1V51
2t

U

[dm
Bd_tz = P,AV,

Mas, neste problema, se observa que a vazdo de massa é a mesma nos dois
furos, logo:

dm, dm
dt = dt2 |:| plAlVSl = pZAZVSZ
www. fisica.ufpb.br/~romero 27
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Quando consideramos que v € a velocidade com que o liquido flui através do
orificio de area a, podemos usar a equacao da continuidade para concluir que:

PAvV . = pav
Se usarmos esse resultado para cada um dos tanques, encontramos que:

EplAlVSl = plalvl

U
&ZAZVSZ = p2a2V2
usando a igualdade da vazao das massas, temos:

praiVi=p2az Vs (1)

Aplicando a equacédo de Bernoulli para o tanque 1, considerando a superficie e
um ponto do orificio, temos que:

p +1pv2 +p,gh=p +1pv2
S1 2 17 s1 1 1 2 171

e levando em conta que a pressdo ps: nha superficie € a mesma pressao p: em
um ponto do orificio, temos que:

v =vZ +2gh

Como a lamina do liquido é muito grande, ou seja A >>a, a velocidade vsi que
o nivel do liquido diminui € muito menos que a velocidade v; desse liquido es-

capando pelo orificio, logo:
v, =,/2gh (2)

Toda essa argumentacao anterior € valida para o tanque 2, e portanto:

Vv, =4/2gh 3)

Usando as equacgbes (2) e (3) naequacdo (1), encontramos que:

2gh
pl _a2v2 |:| pl —_ a'2 g |:| &:2

2 a\Vv, 2 a, 2gh 2
P v P Aw/g p

Qual é a razédo entre as vazdes dos dois tanques?

R =Av=vazao
Logo:
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c) Até que altura acima do furo se deve adicionar ou retirar liquido do tanque 2 ,
para igualar as vaz6es?

Vamos considerar que os furos agora estao em profundidades diferentes, logo

Eill = y2gH,
O
Y. =2gH,

&_ av, _az/z V29H1 — H,
a, /2gH, 4H,

RZ a2V2
Quando as vazbes forem iguais, teremos:

Ri=R, [ Hi=4H;

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 62. edicéo |

53 | A profundidade da agua doce em repouso atras de um dique € de 15m . Um tubo
horizontal de 4cm de diametro passa através do digue 6m abaixo da superficie da
agua, como mostra a figura a seguir. Uma rolha fecha a abertura do tubo.

a) Encontre a forca de atrito entre a rolha e as paredes do tubo.

H=15m

h=6m A

d =4cm =0,04m
H

Seja 1 um ponto no interior do dique e :

préximo a rolha; e seja 2 um ponto no V

exterior do dique e préximo a rolha.

Como os pontos nao fazem parte de uma mesmo fluido, usando a hidrostatica
nos temos entéo que:

%plzpo"'pg hO
U O 0 Ap=p,—-p,=pgh

H p,=p, H

Essa é a diferenca de pressdo que o atrito entre a rolha e as paredes do tubo tém
de suportar. Logo a forca de atrito sera:

F=AAp=pghA=73,89N

b) A rolha é removida. Que volume de agua flui através do tubo em 3h ?
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Seja dV o elemento de volume que flui através do orificio, em um intervalo de
tempo dt. temos entdo que:
dv =(vdt) A
Considerando que a velocidade com que o a agua fluird sera constante, tendo
em vista o volume do dique em comparacdo com o tamanho do orificio, temos
que:
V=VvtA

Vamos relacionar um ponto da superficie da agua do dique (3) com um ponto na
saida do tubo horizontal (2) .

1 2 1 2
p3 +pg Ys +EpV3 :pz + 09 Y, +EPV2

Considerando que a area transversal do tubo é muito menor que a lamina d’agua
do dique, usando a equacao da continuidade, podemos aproximar que a veloci-
dade que o nivel da agua do dique vai baixar com uma velocidade muito menor
gue a velocidade do fluxo d’agua no tubo. Desse modo, temos que vz =0

1
Ps+PgYs =P, +PY Y, +§pv22
Considerando que p3=p2=po
1
S =palys-y.)=pgh O v, =y2gh

O volume que fluira sera dado por:

V =tA\2gh = 147,17m°

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

57

Um tubo de Pitot, como esquematizado na figura a seguir, € usado para determinar a
velocidade de um avido em relagdo ao ar. Consiste em um tubo externo com um nu-
mero de pequenos furos B (sdo mostrados quatro na figura); o tubo é conectado a
um dos bragcos de um outro tubo em U , cujo segundo brago esta conectado a um
buraco, A , na parte frontal do aparelho, que se alinha com a dire¢ao de v6o do avido.
Em A, o arfica parado, logo va =0.Em B, entretanto, a velocidade do ar presu-
midamente se iguala a velocidade do avido relativa ao ar. Use a equacéo de Bernoulli
para mostrar que

2pgh
P ar

vV =

onde v € avelocidade do avido em relacéo ao ar e p € a densidade do liquido den-
tro dotuboem U.
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Considerando a diferenca de

pressao entre os dois niveis do _ . : ) Al
liquido dentro do tubo em U , ' : Nakiiitiiiey i
temos que: Hiske: A . gl

p2=p1+pgh P2 ,\ | \
= | R

Mas, usando a equacdo de
Bernoulli, encontramos que:

Py + 2PV =P,
2
Se
. <.
O O 0 Ap=pg—P.=PpP,~ P
s = p,H
ou seja:
Ap:%pmvz:pgh O v= Zgih

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo - Suplemento

68

Um sifdo é um aparelho usado para remover liquido de um recipiente. Seu funciona-

mento é mostrado na figura a seguir. O tubo ABC necessita estar inicialmente che

io,

mas uma vez que isso tenha sido feito, o liquido fluira através do tubo até que o nivel

do liquido no recipiente esteja abaixo da abertura A . O liquido tem densidade p
viscosidade desprezivel.

a) Com que velocidade o liquido sai do tubo em C ?

B
A equacao de Bernoulli tem a forma: A
p+pgy +%pv2 = cons tante
D I
Usando essa equacdo entre um ponto na saida d
do sifdo C e um ponto na superficie do liquido X ........
D, temos que: A
1 1
pD+pg(d+h2)+EpV|§ :pc+5pvé h2
Supondo que a superficie do liquido tem uma v

area muito maior que a sec¢édo transversal do si-
fdo, podemos considerar que a velocidade com

O

Cap 15 www. fisica.ufpb.br/~romero
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gue a superficie do liquido varia(baixa) € desprezivel frente a velocidade com que

o liquido entra no sifdo. desse modo vp [JO , e portanto

1
5 PVE=Po =P + PG (d+h,)

Mas, tanto o ponto C quanto o ponto D estdo em contato com a atmosfera em
repouso, e portanto estdo a uma mesma pressado po , € desse modo pp = pc =

Po, logo:

V. =429 id +h25

Qual a pressao do liquido no ponto mais alto B ?

Usando a equacgao de Bernoulli para equacionar as grandezas dos pontos B e

D , encontramos:

1 1
Po +2pV; +pg(d +h,)=p, +~pvi +pg(d+h, +h,)
ou seja:

1
Po = Ps +EPV§ + pgh,

Usando a equacao da continuidade entre os pontos B e C, encontramos que:

pvA=constante [0 V=V, =.29 (d +h25

e portanto:
1, 1
pB = pD _pghl _Epvs = pD _pghl _Ep[zg(d +h2)]
Como pp = po , temos que:
Pe=Po-pg (hi+hy+d)
Teoricamente, qual a maior altura possivel h, que um sifao pode elevar agua?

A menor pressdo que pode acontecer no ponto B sera a pressao nula, logo:

pmin=0 [ po-pg[(h))max +ho+d]=0
ou seja:

(hl)MAX = % - (hz + d)

Capitulo 15 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

“73" | As janelas de um prédio de escritérios tem dimensdes de 4m x 5m . Em um dia
tempestuoso, o ar passa pela janela do 53° andar , paralelo & janela, a uma veloci-
dade de 30m/s . Calcule a for¢a resultante aplicada na janela. A densidade do ar é
1,23kg/m? .

Cap 15
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Vo = 30m/s = 108km/h

Iremos usar a equacgao de Bernoulli, equacionando um ponto dentro e outro fora do
escritério:

1
p+pg y+§pv = cons tante

1, 1
p1+pgy1+EpV1:p2+pgy2+5pvz 2 1

Como os pontos estdo no mesmo nivel y; =y, , € como 0
ar dentro do escritorio esta parado v; =0, temos que:

1
Ap =p,-p, =§pv22

Mas

F=AAp= %psz2 = 11.070Newtons
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Prof. Romero Tavares da Silva

16. OscilacOes

Quando o movimento de um corpo descreve uma trajetoria, e a partir de um certo
instante comeca a repetir esta trajetoria, dizemos que esse movimento é periodico. O
tempo que o corpo gasta para voltar a percorrer 0s mesmos pontos da trajetéria é chama-
do de periodo.

No nosso cotidiano existem inUmeros exemplos de movimento periodico, tais como
0 péndulo de um relégio ou um sistema massa - mola, quando um desses conjuntos des-
crevem um vai e vem em torno das suas posi¢des de equilibrio.

O movimento harménico simples - MHS

O movimento harmdnico simples - MHS é movimento periddico, e portanto o objeto
passa novamente por uma dada posi¢cdo depois de um periodo T . O periodo é o inverso
da a frequéncia f de oscilacao:

T=1
f

Um exemplo tipico de aparato que se

7

movimenta segundo um MHS é sistema [
massa-mola. Uma mola tem uma de suas ::
extremidades presa em uma parede rigida e =

a outra extremidade esta presa em um cor-
po que esta sobre um superficie sem atrito.
Quando deslocado de sua posi¢cao de equi- L e B )
librio o corpo comeca a oscilar.

Um objeto que se desloca em MHS tem a sua posicao descrita pela equacao

X(t) = xm cos(wt + ¢)

onde
xm = amplitude de oscilacao (wt + ¢) = fase
w = frequéncia angular de oscilacao ¢ = constante de fase

Quando a constante de fase assume o valor ¢ = - W2 a equacgdo anterior, que
descreve o movimento do corpo, tem a forma:

X(t) = xm sen wt

A medida que o tempo evolui, 0 corpo ocupa as diversas posi¢des mostradas na fi-
gura a seguir.

Em cada posi¢cao ocupada, o corpo tera uma velocidade correspondente, como ve-
remos mais adiante.
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1 >
0rs
Também em cada posicdo, ele tera

uma aceleracdo correspondente. Tanto a @
aceleracdo quanto a velocidade variam a E-
medida que a posicao se altera. =

[

] n‘ > L]
-1 -04 0 0s 1
Espagol Xm]

O gréfico da posicdo em funcdo do tempo toma diversas formas quando modifica-
mos a amplitude, frequéncia ou constante de fase.

Quando alteramos a amplitude de
oscilacdo, o movimento se consuma para
deslocamentos maximos diferentes, mas
com mesma frequéncia e mesma constante
de fase. Desse modo os dois movimentos
alcancam os extremos no mesmo instante.

ASrnplitude = diferente =

Quando aumentamos a frequéncia (e con-
sequentemente diminuimos o periodo), os
movimentos terdo a forma descrita a seguir
onde a funcdo de maior periodo é a verme-
Iha e a de menor periodo é azul.

Pou Iga0

Quando variamos a constante de fase, a
funcdo mantém a forma, mas sofre um
deslocamento, como é mostrado a seguir.

Tt pa
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Frequénciaz diferertes Constartes de fase dfererntes

o
Pollgan

Tampo Teoin pa

Como o movimento é periodico, teremos gque as posi¢cdes se repetem depois de um
tempo igual ao periodo T, ou seja:

X(@t) =x(t+T)

e portanto:
X(t+ T) = xm cos[w(t + T) + @] = x(t) = Xm cos[(wt + @) + wT]
logo:
2
wT =21 [ %"" T
Hv =2 f

MHS - A velocidade
dx
v(t) = pry = —wx,, sen(wt +¢)

Definindo a amplitude da velocidade vy =w Xy , encontramos que:
v(t) = -v, sen(wt +¢)

MHS - A aceleracéo
dv
a(t) = ot =-wv,, cos(wt +¢)

Definindo a amplitude da aceleracdo ay = w vy = W? Xy , encontramos que:
a(t) = —a, cos(wt +¢)

ou ainda
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a(t) = —w?x(t)
MHS - A Lei da forca

Considerando um sistema massa - mola que obedeca a Lei de Hooke e supondo
gue a resultante das forcas que atuam na massa € a forca restauradora da mola, encon-
tramos que:

F =ma=-mw?x

Mas
F=-kx
logo

O \/?
Ow =,—
m

k=mw?® 0O E

[l
D’=2n\/E
0 k

MHS - Consideracdes sobre energia

A energia potencial elastica de um sistema massa - mola é definido como:

U(t) = =k x* = =k x2 cos?*(wt +¢)

N |~
N |~

e a energia potencial desse sistema € definida como:
K(t) = %mv2 = %m[—w x,, sen(wt +¢)°
Se considerarmos que m w? = k , encontramos que:
K(t) = %k x2 sen’(wt +¢)
A energia mecanica E , definida como a soma das energias cinética K e potencial

U, terd a forma:

E=U+K :%kx;: constante

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero S
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E
E
K(x)
(x)
o m
a7
: :
K(x)
U(x)
Ternpo ~ 8 T -Xm Posiglo + Xm
A equacéo para o MHS
2
F=m d 1( =-kx
dt
ou seja:
2
d°x N k B( -0
dt* OmQ
ou ainda:

2
d )2(+w2x:0 onde W:\/E
dt m

A solucéo mais geral da equacgéao anterior tem a forma:
x(t) = Ae”™

onde A e a sao constantes a determinar. Usando a solu¢éo, encontramos:

O
Dd—X:Aore"’t
o dt

D 2

[d*x

T =Aa’e”
dt?

Aplicando estes resultados na equacao do MHS, temos que:

Aa’e™ +w?Ae™ =0
ou ainda:
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Ae"‘(ar2 +w2): 0

Como A e o sao diferentes de zero, em principio, a Unica forma da equacéo aci-
ma se anular serd quando:

+w?=0 0O a’=-w® 0O a=ziw

a
A solucéo da equacéo do MHS toma, entéo, a forma:
X(t)=Ae™ +A,e™

A solugéo da equacgdo do MHS podera tomar outra forma se redefinirmos as cons-
tantes A; e A,, da seguinte forma:

B 2

O

|:| _ 1 _|¢
%0\2 = EXMe

1 +i(wt+ 1 —i(wt+
X(t) = Xue () +—2 x, e t)
Considerando a formula de De Moivre:

e’ =cosf+isen® O cosb :%(e*‘g +e™)

temos que:
X(t) = x,, cos(wt + ¢)

Um oscilador harménico simples angular - O péndulo de torcao

Vamos considerar um disco preso a um fio
gue passa pelo seu centro e perpendicular a sua su-
perficie, como mostra a figura ao lado.

Se giramos o disco a partir de sua posicao de
equilibrio (6 = 0 ) e depois soltarmos, ele ira oscilar
em torno daquela posicdo em Movimento Harmonico
Simples - MHS entre os angulos (6=-6y) e
(6=+6m)

Rodando o disco de um angulo 6 em qual-
quer direcao, faremos surgir um torque restaurador
dado por

=-Kk0
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onde kapa ( k) € a constante de torcao.
Como a forga restauradora € a Unica que atua no plano do disco, ela provocara o
torque resultante:

T=la

onde | é o momento de inércia do disco e a é a sua aceleracdo angular. Desse modo,
temos que:

T=|d €=—K9
dt
ou seja:
2
49 . Hh=o
dt* 0O g

A equacéao anterior define a frequéncia angular de oscilacéo do péndulo de torcao:
I K

6(t) = By cos(wt + J)

e tem como solucao:

Péndulos

Os péndulos fazem parte de uma classe de osciladores harménicos simples nos
quais a forca restauradora esta associada a gravidade, ao invés das propriedades elasti-
cas de um fio torcido ou de uma mola comprimida.

O péndulo simples

O péndulo simples é composto de um corpo
suspenso através de um fio de massa desprezivel, e
ele é posto a oscilar em torno de sua posicao de equi- A
librio. No seu movimento a corpo descreve um arco de
circunferéncia.

A componente do peso, tangencial ao desloca-
mento é a forca de restauracdo desse movimento, L
porque age no corpo de modo a trazé-lo de volta a sua

posicao central de equilibrio.

A componente do peso, perpendicular ao deslo-
camento € equilibrada pela tracéo exercida pelo fio, de v
modo que a resultante das for¢as tem a forma:
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d’s

F :—mgsenB:md

t2

onde s é o deslocamento medido ao longo do arco que descreve a oscilacédo, e o sinal
negativo indica que a forca age na direcdo da posicao de equilibrio - como no caso do
sistema massa - mola. O arco s é definido como

s=L6 0O

temos que:

d22 +@Esen9:0
dt° [LQO

Para pequenas oscilacdes do péndulo, podemos aproximar senf = 6 , e teremos

entao:
46, Bh=o

2+
dt L0

A equacao anterior define a frequéncia angular de oscilacédo do péndulo simples:
L g

6(t) = 6y cos(wt + J)

e tem como solucao:

O péndulo fisico

A maior parte dos péndulos do mundo real ndo € nem ao menos aproximadamente
simples.

Vamos considerar um objeto de forma arbitra-
ria, que pode oscilar em torno de um eixo que passa
pelo ponto O , perpendicular a folha de papel. O eixo
esta a uma distancia h do centro de massa, onde
atua a forga peso.

Quando o péndulo da figura ao lado é deslo-

cado de sua posicéo de equilibrio de um angulo 6,
surge um torque restaurador

T=rxF

com modulo:
T=-(mg senb) h

e esse € o torque resultante, portanto:
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d?e
T=la=1—;
dt
ou seja:
2
T:—mghsenezldg
ou ainda:
d9+5@&en9:0
dt> O 0O

Para pequenas oscilacdes do péndulo, podemos aproximar senf = @ , e teremos

entao:
d’e . mghEe:O
ol O

dt

A equacao anterior define a frequéncia angular de oscilacdo do péndulo fisico:
W = m_gh O T =2 l_
Vi mgh

6(t) = By cos(wt + J)

e tem como solucao:

MHS e o movimento circular e uniforme

Vamos considerar um corpo que descreve um movimento circular e uniforme, com
velocidade constante v em um circulo de raio R . O vetor posicdo r(t) que descreve a

trajetoria do corpo tem madulo constante, e suas proje¢cdes nos eixos cartesianos sao da-
das por:

A

F(t) =ix(t) + jy(t) y
onde
X(t) = R cos(wt + -
. ® (wt + 9) -
y(t) = R sen(wt + ¢) Mg
Observando a forma funcional de X
X(t) podemos concluir que o Movimento
Harmonico Simples é a projecdo do movi-
mento circular e uniforme num diametro do

circulo onde este Ultimo acontece.
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Ay by
v(t)
a(t)
wt + ¢ b \wt + ¢
» x : » ¥
A velocidade tem a forma: A aceleracao tem a forma:
- dr - dv
V(t) =— a(t) =—
(t) p (t) p™
V() =iv, + v, a(t) =ia, + ja,
Vx = - W R sen(wt + ¢) ax= - W? R cos(wt + ¢)
vy =+ W R cos(wt + ¢) ay = - W’ R sen(wt + ¢)

MHS amortecido

Em diversas situacdes do nosso cotidiano, 0s movimentos oscilatorios tém uma du-
racao finita, eles ttm um comeco e um fim. Nao ficam se movendo no ir e vir de modo
indefinido. Isso acontece, basicamente, devido a atuacao de forcas dissipativas tais como
as forcas de atrito.

Em uma situacéo simples as forcas dissipativas podem ser representadas por uma
funcdo que depende linearmente da velocidade.

Vamos considerar um sistema composto de uma mola de constante elastica k
com uma das extremidades presa ao teto e a outra suspendendo um corpo de massa m .
Nesse corpo esta presa uma haste vertical que tem a sua outra extremidade presa a um
anteparo que esta mergulhado em um liquido. Quando o anteparo se move no liquido
esse movimento é amortecido por uma forca que surge devido a viscosidade do liquido.
Essa forca dissipativa pode ser descrita por uma equacao do tipo:

FA:-bV

onde b é chamado de constante de amortecimento. A resultante das forcas que atuam
no corpo de massa m é dada por:
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=-kx-bv
ou seja:
ma=-kx-bv

A forma diferencial da equagéo anterior é:

2
md = —-kx —bd—x
dt® dt
ou
X+&BL+W X =0
mOdt
onde

_ |k
w, = -
A solucédo da equacéo diferencial anterior tem a forma:

x(t) = A e™

onde A e a sé&o constantes a serem determinadas. Aplicando essa forma na equacao
diferencial encontramos que:

Aa’e™ + BEBAae"‘ +w;,Ae” =0
om
ou seja:

.0, b .0
=0
3Bl

0

Como Ae”™ #0 , teremos entdo que:

GZ+BEE7+W§=O
om [

cujas solugdes séo:

N

_by BQB — 4w,
m on [

a=
2
ou ainda:
b b
2 4 H2H- -w;
2m Pm[]
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Vamos considerar inicialmente que o movimento é sub-amortecido :

w§>B£

O

[Zm
e definir:
w, = w2 - BEH
Zm[]
logo:
b .
a=—-——==iw,
2m

A funcédo x(t) tera, entdo, a forma:

Wzt ————iw,zt

bt
X(t)=Ae?®™  +Ae?™

ou seja:
bt

X(t) = (Ale”wf*t +A,e™ )e_%

e usando uma transformacao equivalente aquela do MHS, temos que:

x(t) = x,,e 2" cos(w ,t +¢)

A equacédo da posicao em fungéo do
tempo tem a forma da curva da figura ao
lado. Ela € um cosseno multiplicado por
uma exponencial, e o resultado € um cos-
seno cuja amplitude de oscilagdo vai dimi-
nuindo a medida que as oscilacbes se pro-
cessam.

Um exemplo tipico dessa situacéo é a
porta dos saloons dos filmes de bang-bang.
Quando alguém passa pela porta ela inicia
a oscilacdo com uma grande amplitude, que
vai diminuindo com o tempo.

Toempa

Quando supomos que 0 movimento é super-amortecido , temos que:

w; <B£H
PmQg

temos
2

w, = Blg -w/

[Pm

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero
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e 0 parametro a agora tem a forma:

a=-——1tw

2m = °

e a partir dele encontramos a equac¢dao da posi¢do em fungéo do tempo:

bt

—_ +wgt ~wgt _7m
X(t) = (Ale e+ Ae™ )e 2
ou, se redefinirmos as constantes:

X(t) = xMe_%m cosh(wBt + ¢)

A equacédo da posicao em fungéo do

tempo tem a forma da curva da figura ao
lado. Ela é um cosseno hiperbolico multipli-
cado por uma exponencial, e o resultado é
um decréscimo monoténico da amplitude.

Na realidade ndo chega a acontecer ne-
nhuma oscilacdo, e a medida que o tempo
evolui , a amplitude de oscilagao vai ficando
sempre menor.

Posiglo
&
[l

Um exemplo tipico dessa situacéo é a
porta dos escritorios. Quando alguém passa
pela porta ela inicia a um movimento em

direcdo ao repouso na posicao de equilibrio.

Tempa
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

01

Um objeto sujeito a um movimento harmonico simples leva 0,25s para ir de um
ponto de velocidade zero até o préximo ponto onde isso ocorre. A distancia entre es-

ses pontos é de 36¢cm .

a) Calcule o periodo do movimento. A

< >

A =36cm = 0,36m = 2Xum |

|
T/2 = 0,255 X X=0

|
I
+Xm

>

Considerando o movimento harménico simples, a velocidade é nula nos dois
pontos de elongacdo maxima X = # Xy . Por outro lado, o tempo para ir de um

extremo ao outro é igual a metade do periodo. Desse modo:
T=0,5s
b) Calcule a frequéncia do movimento.
f=1/T=1/05 [ f=2Hz
c) Calcule a amplitude do movimento.

XM = 0,18m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

03

Um bloco de 4,0Kg esta suspenso de uma certa mola, estendendo-a a 16,0cm

além de sua posicao de repouso.

a) Qual a constante da mola?

m; = 4Kg
L=16cm =0,16m

Como o bloco esta em repouso, existe
o equilibrio entre as forcas que estao
atuando nele. O peso e a forca restau-
radora elastica sdo iguais, logo:

F+P, =0 LI
ou seja:

kL-myg=0

=1,

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero
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_mg _4x98
L 0,16
k = 245N/m

w, = /L:W/ﬁ:ZSrad/s O T1:2—n:0,8$
m, 4 w,

b) O bloco é removido e um corpo de 0,5Kg é suspenso da mesma mola. Se esta
mola for entdo puxada e solta, qual o periodo de oscilagdo?

w,= 2= 25 _ootradis 0 T, =27 =028s
m, 0,5 w,

m, = 0,5Kg

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

10 | O diafragma de um alto-falante esta vibrando num movimento harménico simples
com a frequéncia de 440Hz e um deslocamento maximo de 0,75mm .

a) Qual é a frequéncia angular deste diafragma?

w = 277f = 2764,60Hz f = 440Hz
Xm = 0,75mm = 7,5x10m

b) Qual é a velocidade maxima deste diafragma?
VM =W Xy = 2,07m/s
c) Qual é a aceleracdo maxima deste diafragma?

ay = W2 Xy = 5732,25m/s?

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

11 | Podemos considerar que um automovel esteja montado sobre quatro molas idénti-
cas, no que concerne as suas oscilacdes verticais. As molas de um certo carro estédo
ajustadas de forma que as vibra¢gdes tenham uma frequéncia de 3,0Hz .

a) Qual a constante de elasticidade de cada mola, se a massa do carro é de 1450kg
e 0 peso estd homogeneamente distribuido entre elas?

f=3Hz
M = 1450Kg

Como o peso esté distribuido uniformemente entre as quatro molas, cada mola
suportara a quarta parte do peso total. Logo podemos definir m = M/4 e entéo:
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W:\/E:an [l h
m m

k = 128.798,33N/m = 1,29x10°N/m

i} O k:%(z i

b) Qual serd a frequéncia de vibracdo se cinco passageiros, com média de 73kg
cada um, estiverem no carro? (Novamente, considere uma distribuicdo homogé-
nea de peso.)

mp = 73Kg

O peso dos cinco passageiros sera distribuida uniformemente entre as quatro
molas, portanto:

1 4k

=— |—— 0O f=268Hz
p 2IT\|M +5m,

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

15 |Um corpo oscila com movimento harménico simples de acordo com a equagio:

X(t) = (6,0m) cos[(3rrrad/s) t + r3rad]

a) Em t=2,0s, qual é o deslocamento nesse movimento?

X(2) = xm cos(2w + @) X(t) = Xm cos(wt + ¢)
Mas
cos(2w + ¢) = cos(2.3m+ 13) = cos(19773) = 0,5 Xm = 6m
w = 3rrrad/s
X(2) = 6 cos(19773) = 3m ¢ = 3 rad
b) Em t=2,0s, qual é a velocidade nesse movimento?
dx
v(t) = o =-Ww X,, sen(wt +¢)

V(2) = -w Xy sen(2w + @)
Mas
sen(2w + ¢) = sen(2.3m+ 173) = sen(19773) = 0,866
v(2) = - 316 sen(1973) = -48,97m/s

c) Em t=2,0s, qual é a aceleracdo nesse movimento?

a(t) = ?j_\t/ =-w? x,, cos(wt +¢)
a(2) = -w” xy cos(2w + ¢)

cos(2w + ¢) = cos(2.3rm+ m3) = cos(1973) = 0,5

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 17
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a(2) = - (3m)? 6 cos(19773) = -266,47m/s>
d) Em t=2,0s, qual é a fase nesse movimento?
Fase = @(t) =wt + ¢
d(2) =2w + ¢ = 1973 = 39,79rad
e) Qual é a frequéncia deste movimento?
f=w/2m=3m2m=1,5Hz
f) Qual é o periodo deste movimento?

T=1/f=2/3s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

16

Dois blocos (m=1,0kg e M =10,0kg) e uma unica mola ( k =200N/m) estédo co-
locados em uma superficie horizontal sem atrito, como ilustra a figura abaixo. O coe-
ficiente de atrito estatico entre os dois blocos € e = 0,40 . Qual a maxima amplitude
possivel do movimento harmdnico simples, se ndo houver deslizamento entre os blo-
cos?

Vamos considerar que na figura ao lado o
conjunto esta em movimento e passou da
posicdo x = 0 ( primeira figura) e se en-
caminha para a posigao x = +xv . A forga
méaxima que os blocos exercerdo entre si
acontecera quando X = #Xy pOIS nessa
situacdo a = *ay .

Se F(x) for a for¢a que a mola exerce no
conjunto dos dois blocos, teremos essa
forca, numa posicao genérica, com a for-
ma:

FX)=(m+ M) a=Kkx

Como o0 conjunto esta sendo retar-
dado, a tendéncia do bloco menor é es-
corregar para frente, dai a forca de atrito

ser dirigida para tras. S e e
Na posicdo de elongacdo maxima f I
da mola, teremos: <P
X

Fv=(m+ M) ay=Kkxu
ou seja

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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a, =B _fk,

M+M [
Se considerarmos isoladamente o bloco menor, teremos que:

F, =ma,

Ocd

=
[
o
[
3
Q

Mas como Fa = e N, concluimos que:

mav=He Mg b aw=peg
Mas
k cm+M
ay = Hed :EWEL(M O X, :¥

Xm =0,22m = 22cm

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

18 |Um bloco esta num pistom que se move verticalmente em um movimento harménico
simples.

a) Se o MHS tem um periodo de 1,0s, em que amplitude do movimento o bloco e o
pistom irdo se separar?

A
O bloco esta sobre o pistom que oscila entre N
os limites x = #xy . Usando a Segunda Lei +xy |
de Newton, temos que:
N+P=ma x=0"7"
Acima da posicdo x =0, ou seja para x =0, 1 P,
nos temos que a=-ia XM

Nessa regido (x =0 ) a Segunda Lei de Newton toma a forma:
N-P=-ma [ N=m(g-a)

Quando o pistom esta subindo desacelerado, depois de passar por x =0, 0 va-
lor da normal N comeca a diminuir, até chegar ao seu valor minimo em X = + Xy.
Se a frequéncia aumentar, a desaceleracdo também aumentara. Existe um valor
limite da desaceleracéo para a qual o bloco ainda mantera contato com o pistom.

Nesse limite teremos a = g e consequentemente N = 0, segundo a equacgao
anterior. Com a maior desaceleragdo para uma dada frequéncia acontece nos
extremos do movimento, o pistom e o bloco ainda manterdo o contato se em
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Mas

a(to) = - w? xu cos(wto + J) = - w2 Xo

X(to) = Xo

Logo

wix, =g 0O x,=

X=+Xo ,a=g

X(t) = Xm cos(wt + 9)

O la(to)] = w” xo

9
0 W2

Xm = 0,248m = 24,8cm

O,

b) Se o pistom tem uma amplitude de 5,0cm , qual a frequéncia maxima em que o

bloco e o pistom estardo continuamente em contato?

Xm = 5cm = 0,05m
Do item anterior temos que:

9
Xy =——
M W2

2\ x,,

2,22Hz

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

22 | Duas particulas executam um movimento harménico simples com as mesmas ampli-

As particulas se passam uma pela
outra em dois instantes: t = t;

t:tz.
Quando t=t; temos que:

()= ()=2
v ()= )

I Y

Da primeira equagao temos que:

Xm COS(Wty + @) = Xy COS(Wty + @)

= XM/2
ou seja:

wt; + @a = 2n7T+ 173 (1)

Cap 16 www. Fisica.ufpb.

tudes e frequéncias ao longo da mesma linha reta. Elas passam uma pela outra, mo-
vendo-se em sentidos opostos, cada vez que o seu deslocamento é a metade da
amplitude. Qual a diferenca de fase entre elas?

o—>»
«—O

i i i >

-XM -Xml2 +Xm/2 Xm
++—0
o—>

i i i —>

-XMm -Xm/2 +Xm/2 XM
br/~romero 20
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wty + gg =2nT£ M3 (2)
Por outro lado:

dx

dt
ou seja: \

Va(t1) = -w Xum sen(wty + @p)

vg(t1) = -w Xum sen(wt; + ¢g)
Considerando que nesse problema as velocidades devem ter sentidos contrarios:
sen(wty + ¢a) = - sen(wty + ¢g)

Para que a equacao anterior juntamente com as equacdes (1) e (2) sejam validas
simultaneamente, deveremos ter:

Pa(t1) = Wiy + ¢ga = 2n77+ 773

‘-DB(tl) = wty + ¢B =2n71- 113
onde @(t) é a fase do movimento de oscilagdo considerado no instante t e ¢ é a
constante de fase.

AD = CDA(tj_) - (DB(t]_) =213

A® =273 = 120°

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

23

Duas particulas oscilam em um movimento harménico simples ao longo de um seg-
mento de reta comum de comprimento A . Cada particula tem um periodo de 1,5s,

mas diferem em fase de 776rad .

a) Qual a distancia entre elas, em termos de A, 0,5s apos a particula mais atra-
sada deixar uma das extremidades do percurso?

T=15s [0 w=2mT=4m3 < A >

AP = ¢p - pp = 116

At=t-t,=0,5s | I —»
- XM + Xm

Xa(t) = Xm cos(wt + @a)
Xg(t) = Xm cos(wt + ¢g)

Em t=t; aparticula A estard na extremidade, entéo:
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Xa(t1) = Xm cos(wWty + @a) = £ X
e isso implica que:
(Wty + @p) = nm1
Considerando que t; =t; + At, temos:
Xa(tz2) = Xm cos(Wtz + @a) =

onde
wh=w(ti +At) =wt; +w At
ou seja
Xa(t2) = Xm cos[ (wWty + ¢a) + W At ] = xp cos[ niT+ w At |
e como
w At = (413) 0,5 = 2773
temos que
Xa(t2) = xm cos[ nrr+ 2773 |
Mas
cos[ nrt+ 273 ] = cos(nmcos(273)- sen(nmsen(2773) = (-1)"*(0,5)

logo

Xa(t2) = xm cos[ nt+ 2773 ] = (-1)™(0,5)
Por outro lado
Xg(t2) = Xm cos( wtz + ¢g)

Como
Pg = pa + A
temos que
Wi+ g =W (t1 +At) + (Pa+ A9 ) = (Wt + ga) + (WAL + AP)
ou seja:
wty + ¢ = N+ (WAt + A )
onde
wAt = (473) 0,5 =213
A¢ = 116
Logo
wty + ¢B =nrm+ 51776
XB(tz) = Xm COS[ N+ 5776 ]
Mas
- - n+1 \/§
cos[ nrt+ 576 | = cos(nmcos(5776)- sen(nmsen(576) = (-1) >
ou seja:

Xg(t2) = Xm cos[ nir+ 5776 | = (-1)

v V3
2

A distancia Ax que separa as duas particulas sera dada por:

v V3
2

Ax = | xa(t2) - Xa(ta) | = xm | (-1)"(0,5) - (-1)

Ax=xu|0,5-0,866 | = 0,366 Xm
Mas como
A=2 XM
Ax =0,183 A

www. fisica.ufpb.br/~romero 22
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b) Elas estdo se movendo no mesmo sentido, em direcdo uma da outra ou estdo se

afastando?

Va(t2) = w Xy sen(wty + ¢p) = - W Xu sen(2773 + nri

ve(t2) = w Xy sen(wt, + ¢g) = - W Xy sen(5776 + nri

Mas

sen(a + ) = sena cosfB + cosa senf

logo

sen(2m3 + nn) = sen(273)cos(n7) + sen(nmcos(2773) = (-1)" sen(2773)

ou seja

sen(2m3 + nn) = (— 1)

Por outro lado:

sen(576 + nn)= sen(5776)cos(nn) + sen(nm)cos(5776) = (-1)" sen(5776)

i3
2

ou seja
sen(5716 + n7j = (—1)“”%

e finalmente:

O a2 V3

3.0)= (2

O

5

n+ 1
Sval)= (el
U

Como as duas particulas tém velocidades com mesmo sinal, elas estdo se mo-

vendo no mesmo sentido.

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo
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Cap 16

Duas molas idénticas estdo ligadas a um bloco de massa m e aos dois suportes
mostrados na figura ao lado. Mostre que a frequéncia de oscilacdo na superficie sem

atrito é:

Vamos distinguir as molas com os
rotulos k; e Kk . Considerando
gue o corpo deslocou-se de uma

www . fisica.ufpb.br/~romero
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distancia x para a direita, a partir
de sua posicdo de equilibrio em F F,
x=0 , temos que:

F, = —kle

— ~

F, = -k, Xi o o e e e e g o e >

Se considerarmos que 0 corpo vai
sentir a acao das duas molas
como se fosse apenas uma mola,
teremos:

F =-kXi
Mas de acordo com a suposicéo, a forca equivalente é igual a soma das duas forcas,

e portanto:
K=k +k, O W:\/E:f—k1+k2
m m

Mas ks =k, =k , ou seja kK =2k, e desse modo:

\/7 [2k w 1 [2k
w=,]—=.— 0 f=—=—_|—
m m 2 2\ m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

25 | Suponha que as duas molas da figura do problema 33 tém constantes diferentes kj
e k.. Mostre que a frequéncia f das oscila¢des do bloco é entdo dada por:

f= 17 +f?

Como ja foi deduzido
logo:

ou seja:

(erff2 = Ay 2 +12) O f=i7 +i7

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

27 |Duas molas estdo ligadas entre si e conectadas a determinada massa m , como
mostra figura ao lado. A superficie € sem atrito. Se ambas as molas tiverem uma
constante de elasticidade k , mostre que a frequéncia da oscilagdo de m ¢é dada
por:

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 24
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Vamos distinguir as molas com os ro-
tulos k; e k. Vamos considerar que a ;
mola 1 se distende de x; eamola 2  ECrooororororrrrrrrrrrrrrrrT
se distende de x, , e a distensdo do I >

conjunto é x . Logo:

X=X1+ X

Diante destas distensdes, surgem as
forgas representadas na figura ao lado:

F, = forca que a parede faz na mola da

esquerda. If3 = forca que a mola da
esquerda faz na parede. De acordo

com a Terceira Lei de Newton If3 = - lf2

A convencdo anterior sera utilizada
para todos os pares de forcas.

Quando temos apenas uma mola subs-
tituindo as duas molas mencionadas:

R, =i kX

Como as molas tém massa desprezi-
vel, € nula a resultante das forcas que
nela atuam, ou seja:

R, +R, =0
Pela Terceira Lei de Newton:

E:{l = _Rl

O

D_. _ . 1

ERZ =R,

ou seja: a forca que a mola faz no bloco tem o mesmo mddulo da forga que esta mola
faz na parede. Estamos aptos a fazer a comparacéo entre a mola Unica e o conjunto
de molas no que diz respeito as interagdes desses sistemas com a parede e o bloco.
Por outro lado, considerando o deslocamento de cada mola, teremos que:
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[

E

[

%Z :+Ik2x2

Se observarmos as forgas que atuam no sistema das duas molas encontramos que:
— — ! —
foh FR

2 = _Fz € U ,
— azz +F

ou seja: todas as forcas envolvidas tém o mesmo modulo, e portanto:

—»’ ~
F, =+ik, X,

0
0

I I

X=x,+x, O %:F—l+i—2 O %:ki-l-ki
1 2 1 2
logo:
o= Kk,
k, +k,
e entao:
_w 1 |k 1 /1 kK,
“2m 2m\m  2m\mk, +Kk,
Se k1:k2:k
f=1 | kK
21T\ 2m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

29 | Uma mola uniforme, cujo comprimento de repouso é L , tem uma constante de forca
k . A mola é cortada em duas partes com comprimentos de repouso L; e L.

a) Quais as correspondentes constantes de forca k; e k; emtermosde n e k.
L=L;+L,
Quando a mola se distende de x, os pedacos distender-se-&0 respectivamente
de x; e Xz, tal que:
X=X1+Xo
Como a mola é uniforme, podemos supor que ao distender-se o comprimento dos
pedacos manterdo a mesma relacdo de proporcionalidade. Se D € o compri-
mento da mola quando distendida, temos que:

D=L+x [0 Di=nD, [0 Li+xi=n(L2+X)
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ou seja:
X1 =N X2
logo
L=L;+Ly=nly+Ly= (n+1)L2
e

X = X1 + X2 = NXz + X2 = (N+1)Xz

No problema 35 temos duas molas alinhadas e formando um conjunto, e encon-
tramos que todas as forcas envolvidas tém o mesmo maodulo. Assim:

F=F=F, ] kX:k1X1:k2X2
Logo
kx=kixs O K[(n+1)xz] =ki[nxs] O ki =K[(n+1)/n]
e
kx=koxo [ K(n+tl)xa] =koxo [ ky=Kk(n+l)

Se um bloco for ligado a mola original, oscila com frequéncia f . Se esta ultima
for substituida por pedacos L; ou L, a frequéncia correspondente é f; ou f,.
Ache f; e f, emtermosde f.

0oogo
N I

Sy e

3|@‘3|&‘%

o4
I

>
+
[EEY

—h
- |

K, =Jn+1 0O f =fJn+1

~|

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo
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Cap 16

Um bloco de massa M, em repouso numa mesa horizontal sem atrito, € ligado a um
suporte rigido por uma mola de constante k. Uma bala de massa m e velocidade v
atinge o bloco como mostrado na figura a seguir. A bala penetra no bloco.

a)

Determine a velocidade do bloco imediatamente apds a coliséo.

Usando a conservagdao do mo-
mento linear, temos que:
mv=(m+M)V

ou seja:

V =

m_f S
M+M O
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Determine a amplitude do movimento harmdnico simples resultante.

A energia cinética do conjunto bala + massa logo apds a colisédo transformar-se-a
em energia potencial elastica quando a mola for comprimida e o bloco para a di-
reita. Logo:

Lmewh =dog 0w =fUeMe e mond

2

ou seja:
m?v?
X =\ K (m+ M)

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

37 |Quando o deslocamento no movimento harménico simples é metade da amplitude

Xm

a)

Cap 16

Que fracdo da energia total é cinética? Que fracdo da energia total € potencial?

X(t) = Xu cos(wt + @)

) = %k X(t)? = %k X2 cos?(wt +¢)

O™

1
§<(t) Emv(t) —Ekx 2sen’(wt + @)

Para um dado instante t =1ty o0 deslocamento € metade da amplitude, logo:
X(t)) =xm/2 [ cos(wtp + ¢) = 1/2
A fase P(tp) tem a forma:
P(to) = wto + ¢ = 173

A energia total, ou energia mecanica E é a soma das energias cinética e poten-
cial:

E=K+u=%km

U 2

Ou(t,) = 1kx coszmﬁ—lkxfﬂﬂla e

H 2 BO 2 ®o 4

U

O 1 1 3d 3

[K(t,) = =k x2 senzmH:—kfo ="E

E 2 Lo 2 2 4

www. fisica.ufpb.br/~romero 28



Prof. Romero Tavares da Silva

c) Com que deslocamento, em termos da amplitude, a energia do sistema é metade
cinética e metade potencial?

Para um dado instante t=1t; a energia cinética é igual a energia potencial e cada
uma delas € a metade da metade da energia mecanica:

2E = %k X2 cos’(wt, +¢) = %k X2 sen’(wt, +¢)

Desse modo
cos(wty + @) = + sen(wty + ¢)

q)(tl) =wt + ¢ =nr+ 774
Logo:
X(t1) = Xm cos(wty + @) = Xy cos(774)

w = cosmH= Q
Xy Mo 2

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

41 | A roda de balanco de um relégio oscila com uma amplitude angular de 7rrad e um
periodo de 0,5s.

a) Ache a velocidade angular maxima da roda.
a(t) = 6 cos(wt + ¢)
6v = rrrad
T=0,5s

o(t) = % = -w6,,sen(wt +¢)

_tpn

bv), =we, =", = 0 |ewl, =an?
Ty

b) Ache a velocidade angular da roda quando o seu deslocamento for de 772 rad .
Vamos considerar que o deslocamento tem o valor estipulado quando t =1t; .

Desse modo:
6(t,) =6, cos(wt, +¢) =~
77
2 1 m
cos(wt, +¢)=-===— [0 wt, +¢p =+—
(wt, +¢) 6. 2 o 3
Logo:

(t,) = -w8,, sen(wt, +¢) = - HEGM sen%t ggz —ES—]STEW% ;E

6(t,) = F2m’v3rad /s
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c) Ache a aceleragdo angular da roda quando o seu deslocamento for de 774 rad .

Vamos considerar que o deslocamento tem o valor estipulado quando t=1t, .
Desse modo:

6(t,) =6, cos(wt, +) =
1
cos(wt, +¢) = Q—A :% O wt, +¢ =+1318rad

o(t,) = -w8,, sen(wt, +¢) = —%TEBM sen(+1318) = —% Eﬂ(i 0,968)

O(t,) =F3872m*rad /s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

46 |Um péndulo fisico consiste em um disco sélido uniforme (de massa M e raio R),
suportado num plano vertical por um eixo localizado a uma distancia d do centro do
disco - ver figura a seguir. O disco € deslocado um pequeno angulo e liberado. Ache
uma expressao para o0 movimento harmonico simples resultante.

Seja P o peso do disco e T a forca que o eixo T
exerce sobre esse disco. Quando esse sistema
estd em repouso a resultante das forcas e o tor-
que resultante sdo nulos. Quando ele comecga a
oscilar, o torque resultante é diferente de zero, e
tem a forma:

T=-Pdsenf=Ila

onde | é o momento de inércia do disco em
relacédo ao eixo de giro. Por outro lado:

| = lcyw + Md?

2
IZEMR2+Md2 :M?+d2%
2 2

Da primeira equagao temos que:

a+P|—dsen9 =0

Para pequenas oscila¢cdes podemos aproximar o seno pelo seu argumento, logo:

d’e JM—IngB:O ] WZ:M_gd

+
dt*> [ I
Wz\/Mgd :\/ 2gd
| R? +2d?
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Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

50 |Um cilindro sdlido esta ligado a uma mola horizontal sem massa de forma que ele
possa rolar, sem deslizamento, sobre uma superficie horizontal. A constante da mola
€ k=3,0N/m . Se o sistema for liberado de uma posi¢cao de repouso em que a mola
esteja distendida de 0,25m ,

Mostre que nessas condi¢cdes o centro de massa do cilindro executa um movi-
mento harmonico simples com periodo

T = ZHW/B—M
2k

onde M é a massa do cilindro. ( Sugestao: Ache a derivada da energia mecanica
total em relacdo ao tempo) .

lem = MR?%/2

K = Krot + Ktrans

K =%|CMW2 +%MV§M

Mas
Vem = WR
BEMR2 cx + 2MvéM :%MvéM +%MV§M :%MvéM

1

%Trans = EMVSM

[

U

0 1

EKRot = MV;M

E=K+U :EMVSM +1kx2
4 2

Como o sistema €é conservativo a energia mecanica ndo varia, e portanto:

CI—E—O O EMBZVCM c“”H+1kBZ dXH—

dt 4 0 dt g 2

s

Mas como vem Z 0, temos que:

ou seja:

RN Y

dt BM O
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O sistema considerado obedece a equacao diferencial acima, e portanto ele tem
frequéncia angular natural de:

W:& O T:iS_M
3M 2\ 2k

Ache a energia cinética translacional do cilindro quando ele passa pela posi¢éo
de equilibrio.

No ponto de elongacdo maxima a posi¢do é dada por Xy € nessa ocasido a ve-
locidade é nula. No ponto de equilibrio a elongacédo é nula e a velocidade é ma-
xima com o valor vy . Desse modo, considerando a conservagao da energia
mecanica:
:§Mv2 O v, :&x;

4 3M
e finalmente:

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

52 |Uma haste de comprimento L oscila como um péndulo fisico, com eixo no ponto O,

a)

Cap 16

como mostra a figura a seguir.

Deduza uma expressao para o periodo do péndulo em termos de L e x a dis-
tancia do ponto de suspensao ao centro de massa do péndulo.

Seja P o peso da haste e T a forca que o0 eixo exerce sobre essa haste.
Quando esse sistema esta em repouso a resultante das forcas e o torque resul-
tante sdo nulos. Quando ela comeca a oscilar, o torque resultante é diferente de
zero, e tem a forma:

T=-Pxsenf=la A
A T
onde | é o momento de inércia da haste em L/2
relacéo ao eixo de giro. Por outro lado: )|
X
| = lew + Mx2 i oY
2 L/2
= LML +Mx? = ME— + X I\
12 2 | P
v L]
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Da primeira equacao temos que:

a+¥sen9 =0

Para pequenas oscilagbes podemos aproxi-
mar o seno pelo seu argumento, logo:

d29+ ]VI—IQXEB=O 0 WZ:%
il il

dt?
W:\/ng :\/ 12gx
I L +12x°

2 2
T = o L +12x
12gx

b) Para qual valor de x/L o periodo € minimo?

[

U U
ng,+1ZB>£ 0
oLog

Vamos definir:
T, = 27TJE e u= X
g L

logo:

du 12u
1- 1
T 2
ol 1 g g -1 00 u="H
du 2 1 E[Vz 12u 12
g L
0 12u
x, 1 L
u,=M=-= O x,=—
"L V12 V12

c) Mostrequese L=1,0m ,e g=29,8m/s?, esse minimo é 1,53s .
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]

T, =T(UM)=TOEJM -

12u,,

Tm=1,519s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

53

Cap 16

Uma haste longa e uniforme de comprimento L e massa m roda livremente no pla-
no horizontal em torno de um eixo vertical, através de seu centro. Uma determinada
mola com constante de forca k é ligada horizontalmente entre um extremidade da
haste e uma parede fixa, conforme figura a seguir. Quando a haste esta em equilibrio

fica paralela a parede.

Qual o periodo das pequenas oscilagbes que resultam, quando a haste é ligeira-

mente girada e liberada?

Quando a haste se desloca de um rr e e e T e e e

angulo 6 um ponto de sua extremi-
dade traga um arco de comprimento

s , e este ponto esta distante x da
posicao de equilibrio.

A mola exerce uma forca F na haste

e essa forca produz um torque 1

=-F (L/2) cos@

Para pequenas oscilagcbes podemos
aproximar cosf@ =1, logo

7=-F (L/2)

Mas F=kx,ecomo 6 é pequeno
podemos aproximar a corda ( x ) pelo |43
arco(s=06.L/2), ou seja:

x=s=0(L/2)

Desse modo:
Mas, por outro lado:

ou seja:

O 9‘+E%@:o

0m 0

S
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T =21 |0
\ 3k

€ portanto:

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

58 |Uma roda gira livremente em torno de seu eixo fixo. Uma mola esta ligada a um de
seus raios, a uma distancia r do eixo, como mostra a figura a seguir.

a) Considerando que a roda é um aro de
raio R e massa m , obtenha a fre-
guéncia angular de pequenas oscila-
¢Oes deste sistema em termos de m,
R, r e aconstante da mola k.

Como no problema 75, temos que:

T=-Frcosf=-Fr

Mas

F=kx=kr@

Logo
=-(kr@r=-kr’ 6
Mas por outro lado:

ou seja:

b) Como mudaria o resultado se r=R ?

\/?
W=w, = E

c¢) Como mudaria o resultadose r=07?

Quando r =R, teremos:

Se r =0, a mola estara fixa no eixo,
e consequentemente ndo exercera
influéncia na possivel oscilacdo. Da :
equacao que deduzimos para a fre- I
guéncia em funcdo dos parametros :
chegamos ao resultado que :

w=0

nessa situacao.
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Prof. Romero Tavares da Silva

17. Ondas | - Ondas em meios elasticos

Quando vocé joga uma pedra no meio de um lago, ao se chocar com a agua ela
criara uma onda que se propagara em forma de um circulo de raio crescente, que se
afasta do ponto de choque da pedra. As ondas também podem se propagar em um corda
esticada, presa por suas extremidades; se introduzirmos uma perturbagcdo num ponto
gualquer dessa ela se propagara ao longo da corda. Esses sao dois exemplos de ondas
gue necessitam de um meio para se propagar.

O som necessita de um meio para se propagar. A luz também é uma onda, e em
particular uma onda eletromagnética. Ondas eletromagnéticas podem se propagar em um
meio ou no VAacuo.

Ondas e particulas

Escrever uma carta ou usar o telefone sdo duas maneiras de se entrar em contato
com uma amiga numa cidade distante.

A primeira opg¢do (a carta) envolve o conceito de particula. Um objeto material se
desloca de um ponto para outro, carregando consigo a informacao e energia.

A segunda opcéao (o telefone) envolve o conceito de onda. Numa onda, informacéo
e energia se deslocam de um ponto para outro, mas nenhum objeto material esta reali-
zando esta viagem. Em uma onda nao existe o transporte de matéria

Ondas

As ondas no mar movem-se com
velocidade perceptivel. Mas cada particula
de agua meramente oscila em torno de
seu ponto de equilibrio.

As particulas descrevem um movi- | | 1 |
mento circular e temos uma combinacgao Nt i
de um movimento na direcdo de movi-
mento da onda com um movimento per-

pendicular a direcdo de movimento da
onda.

Ondas transversais e longitudinais

Inicialmente a corda esta esticada horizontalmente e em repouso. Introduz-se um
perturbacdo de modo a se criar uma corcova na corda, e a onda dessa forma se propaga.
Depois da passagem da perturbacdo por um dado pedaco da corda ela retornara a sua
situacao original de repouso.
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Numa corda esticada temos a propagacao de ondas

transversais. Nas ondas transversais, 0 meio no qual a onda -,

se propaga oscila na direcdo perpendicular & direcdo de pro- ; A '
pagacao da onda. Se isolarmos para observacdo um elemento

de corda, ele oscilara para cima e para baixo enquanto a onda -

se propagara horizontalmente.

Por outro lado, se considerarmos uma mola, teremos a ; =
propagacéo de ondas longitudinais. Nas ondas longitudinais, o
meio no qual a onda se propaga oscila na direcdo de propaga-
¢ao da onda.

Um exemplo
tipico de onda lon- , | ta

Tijareas

sl
gitudinal € mostrado sadiiiEiALAPEEA PSRN A L PO
ao lado, onde pul- w5 ; B

sos periédicos estao - -

sendo comunicados

a uma mola

aretche o hetl

Ondas progressivas

Vamos considerar um pul-
so em forma de corcova se : ]
propagando em uma corda. No : 7 R
instante t =0, o pulso tem o . I L x(t)
formato da esquerda e num > x(0) 4*—: X'()
instante t posterior o pulso 1 ' .
manteve o0 mesmo formato,

mas se moveu para a direita.

A funcéo que descreve o formato da cordaem t=0 ¢é dada por:

y(x,0) = f(x)

Num instante posterior t , a fungdo que descrevera a forma da corda € dada por:

y(x,t) = f(x)

Se o pulso na corda move-se com velocidade com velocidade v, depois de um tem-
po t, todos os pontos da corcova mover-se-ao de uma distancia vt.

Se estivermos observando um dado ponto especifico da corcova, por exemplo onde
ela tem metade do valor maximo. Em t =0 esse ponto esta distante de x da coordena-
da do ponto de maxima altura, mas num tempo t posterior ele estara distante x' do ma-
ximo, que se moveu de vt com toda a corcova. A relacdo entre essas grandezas é tal
que:

x=x'+vt [ x=x-vt
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Desse modo teremos que para uma onda progressiva que se move no sentido positi-
vo do eixo X,

y(x,y)=f(x-vt)

Uma onda progressiva, independente da sua forma, depende de x e t como mos-
trado na equacéo anterior.

Por outro lado, se tivéssemos uma onda progressiva viajando para a esquerda (quer
dizer na direcédo negativa do eixo X ), ela teria uma dependéncia funcionalem x e t da
forma:

y(x,y)=g(x+vt)

Se tivéssemos ondas progressivas viajando nos dois sentidos, elas seriam represen-
tadas funcionalmente por:

y(x,y)=f(x-vt)+g(x+vt)

Comprimento de onda e frequéncia

Se estivermos observando a A
propagacdo de uma onda harmé-
nica em uma corda, denomina-
mos comprimento de onda A
distancia entre dois pontos equi-
valentes consecutivos. Na figura
ao lado consideramos o compri-
mento de onda como a distancia
entre dois maximos consecutivos.

Se estivermos observando
um pequeno pedaco da corda
enquanto uma onda harmonica
se propaga, notaremos que esse
elemento de corda ira se mover T
para cima e para baixo.

-

Se medirmos cada posicao
desse pedaco de corda a medida
que o tempo evolui, ao desenhar
o grafico das posi¢cdes desse pe-
daco versus o tempo encontra- \ / \
remos uma curva do tipo mostra-
do a esquerda.

Denominamos periodo T o
tempo entre dois pontos equiva- t
lentes consecutivos. Na figura ao
lado consideramos o periodo como a distancia entre dois maximos consecutivos.
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Velocidade de propagacao de uma onda

Um caso particular muito im-
portante de onda progressiva tem
a forma de uma sendide:

y(x,t) = ym sen(kx - wt)

No instante t = 0 a funcéo J
tem a forma da curva de traco !

continuo e para um tempo poste- .
rior At a funcdo tem a forma da ’
curva tracejada.

Chamamos a grandeza k de

namero de onda (ou vetor de onda) e o definimos como:

Chamamos de fase ¢(x,t) o argumento da sendide, ou seja:

Um ponto de fase constante ocupa uma certa posi¢ao relativa na onda. Se marcar-
mMOoS um certo ponto de maximo e passarmos a acompanha-lo, iremos verificar que mes-
mo com a onda se movimentado & medida que o tempo evolui, a fase daquele maximo se
mantém constante.

Assim, se quisermos calcular a velocidade com que uma onda se propaga devemos

o(x,t) = kx - wt

acompanhar um dado ponto dela, ou seja um ponto de fase constante:

Cap 17

kd—X—W:O O v=—=
dt

o(x,t) = kx - wt = constante
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Velocidade de uma onda numa corda esticada

Para calcular a velocidade de uma onda em uma corda vamos considerar um pe-
queno pulso se propagando da esquerda para a direita em uma corda de densidade linear
de massa u e que € esticada atraves de uma tensdo T aplicada nas suas extremidades.
No sentido de facilitar a visualizacdo apresentamos a seguir uma ampliacdo do pequeno
pulso que se propaga.

Vamos analisar um pequeno pedacgo de comprimento AL na parte superior do pulso.
esse pedaco AL pode se considerado aproximadamente com o formato de um arco de
circulo de raio R e definindo um pequeno angulo 6.

A andlise ficard adequada aos nossos propoésitos se observarmos o movimento do
pulso em um referencial que o acompanha com mesma velocidade. Neste referencial que
se move com velocidade v em relacdo aos suportes que prendem a corda, observamos
a corda se mover e tomar a forma de pulso. Se observarmos apenas o pedaco de com-
primento AL veremos que momentaneamente ele tem uma trajetoria circular. Teremos a
percepcao de um pulso congelado e a corda escorregando através dele, como se existis-
se um tubo na forma de pulso e a corda escorregasse por dentro desse pulso.

Como as forcas que atuam na corda ndo se alteram devido a essa mudanca de refe-
rencial, temos que é nula a resultante horizontal das for¢cas que atuam no pedaco de cor-
da e é ndo nula a resultante vertical. E como no referencial que se move com velocidade
vV 0 pedaco de corda descreve movimento circular, esta resultante vertical é a forca cen-
tripeta que atua neste pedaco de corda.

Logo:

[]
[
O
[]
[]
U
N

Como a tenséo da esquerda Teg € igual a tensdo da direita Tp, ou seja: Te = Tp = T te-
mos que:

OoOooOoOoood

2T sen%@z Fe
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Considerando que o angulo é muito pequeno, temos que:

2T sen%@ﬂﬂ@é—;Q:TE%Q

e por outro lado:

FR:mV—
logo:
2
T LH:mV— O VZ:L:1 O v= r
OR O R m/AL  u u

Energia e poténcia numa onda progressiva

Quando consideramos a propagacdo de uma onda progressiva em uma corda o
movimento oscilatério de um elemento de corda sera no sentido perpendicular a sua pro-
pagacdo. Levando em conta que o deslocamento de um elemento de corda que se en-
contra na posicdo x no instante té dado por y(X,y)

y(x,t) = ym sen(kx - wt)

esse elemento de corda deslocar-se-a transversalmente com uma velocidade dada por

u(x,t) :

oy (x,t)
ot

u(x,t) = =-wy,, cos(kx —wt)

Num dado instante a por¢éo da corda
a esquerda deste elemento de corda, exer-
ce nele uma forca transversal a direcéo de Ay
propagacédo dada por

F, =-T senf

Considerando que os angulos envolvidos
serdo muito pequenos, podemos aproximar Y,

>
X

F, =-T tan® :—Ta—y
ox

Portanto, a poténcia transmitida a um elemento de corda especifico por seu vizinho
da esquerda é dada pelo produto da for¢ca exercida pela velocidade desse elemento:

- — T HPY H - - -
P(x,t)—FY(x,t)u(x,t)— Ték;r—x%g T[kyM cos(kx wt)I wy,, cos(kx wt]

P(x,t)=wkT y?2[cos(kx —wt)|’
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Para uma analise global da propagacédo da onda na corda € interessante que sai-
bamos qual o valor médio da poténcia comunicada por um elemento ao seu vizinho, e
esse resultado € o fluxo de energia na corda por unidade de tempo.

Considerando que:

([cos(iox ~wt]*) = %;[dt [cos(kx —wt)]? =

N

onde usamos que T € o periodo da funcéo, e desse modo:

P =(P(xt)=

HYW?Y,

N~

onde usamos que T=puv? e w=kv.

O Principio da Superposicéao

Quando estamos ouvindo uma orquestra chegam si-
multaneamente aos nossos ouvidos os sons de todos os
instrumentos que estdo sendo tocados num dado instante.
Isto significa que uma o mais ondas sonoras podem se ~ TR
propagar ao mesmo tempo numa dada regido do espaco.

O efeito global que percebemos sera a soma dos efeitos P Y
gue cada uma das ondas produziria se estivesse se pro- et § v e
pagando isoladamente. '

Chamamos de principio da superposicdo ao efeito R
global ser a soma dos efeitos isolados, como se depreen-
de da figura ao lado que represente a interacao entre duas ——
ondas progressivas em uma corda.

Num dado instante as ondas viajam uma na dire¢ao ¥,

da outra, produzem um efeito cumulativo ao se encontrar,
e depois disso se afastam com o formato original.

Interferéncia - ondas no mesmo sentido

Vamos considerar o efeito da interacdo entre duas ondas que viajam no mesmo
sentido. Para simplificar a analise, sem perder muito em generalidade, vamos considerar
gue essas ondas tenham mesma frequéncia, mesmo comprimento de onda, mesma am-
plitude, mas tenham uma defasagem. A primeira onda tem constante de fase nula e a se-
gunda onda tem constante de fase ¢ . Elas tém a forma:

y1(X,t) = ym sen(kx - wt)
y2(X,t) = ym sen(kx - wt + ¢)
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Vamos usar a identidade trigonométrica:
+ —_
sena +senf = ZsenBu ECOSELBH
02 0 02 0O

A onda resultante sera a soma das duas ondas, ou seja:

y(X,t) = Y1(X,t) + yZ(X!t)

y(x,t) = %yM cos%%en%« -wt + %@

logo:

A onda resultante tem uma amplitude modificada de acordo com o valor da diferen-
¢a de fase entre as ondas formadoras. Alguns casos simples podem ser analisados facil-
mente:

a. $=0
y(x,t) = 2 ym sen(kx - wt)

Esse € um exemplo de uma interferéncia construtiva, as ondas se somam de modo a
alcancar a maior amplitude possivel.

b. =1
y(x,t) =0

Esse é um exemplo de uma interferéncia destrutiva, as ondas interagem e o resul-
tado € a anulagdo de uma pela outra.

Interferéncia - ondas em sentido contrario

Vamos analisar o resultado da interacdo entre duas ondas que se propagam em
sentidos contrarios

y1(x,t) = ym sen(kx - wt)
y2(X,t) = ym sen(kx + wt)
Para simplificar a analise, sem perder muito em generalidade, vamos considerar
gue essas ondas tenham mesma frequéncia, mesmo comprimento de onda, mesma am-

plitude, e mesma constante de fase.

Novamente vamos usar a identidade trigonométrica:

sena +senf = Zsenw ECOSBMH
02 0 02 0O
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A onda resultante sera a soma das duas ondas, ou seja:

y(x,0) = yi(x,t) + y2(x,1)
logo:
y(x,t) = [ 2 ym sen(kx) ] cos(wt)

Esta ndo é uma onda progressiva, porque nao depende de x e t naforma (kx -wt)
mas no entanto a corda oscila para cima e para baixo.

Existem alguns pontos na corda onde a amplitude é maxima, e eles sdo localizados
guando kx assumem valores multiplos impares de 772 . Ou seja:

3m 5m

kX = —;—;—
22

N[N

O kx:(2n+1)g:En+%En ; n=0123;...

A patrtir do resultado anterior podemos encontrar 0os valores de x para 0s quais a
amplitude é maxima. Esse pontos sdo chamados antinodos. Temos que k = 2774 , logo

OLIR i
X“_E'Hz@% . n=0123...

Por outro lado existem pontos onde a amplitude de oscilagdo € sempre nula, ou
seja: a corda ndo se move. Esses pontos séo localizados quando kx assume valores
multiplos de 7.

kx =02 3m,... O kx=nm ; n=0123;...

A partir do resultado anterior podemos encontrar os valore de x para 0os quais a
amplitude é nula. Esse pontos sdo chamados nés. Temos que k =277A, logo

A
=n— : n=02123:...
> I
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Reflexdo de ondas na extremidade de uma corda

Uma corda pode ter a sua

e extremidade presa a um ponto
' " fixo ou a uma presilha movel. e
il

— Uma onda quando incide na - . "
"™, | extremidade de uma corda sera i
B ' refletida de um modo quando —
tem-se a extremidade fixa e de ;
modo diverso quando a extremi- h
dade é movel. -

As duas situacbes podem
1 ser vistas nas figuras vizinhas, e - —
«—— uma deducdo desses resultados : e e
pode ser encontrada no Vol 2 do i
- Curso de Fisica Bésica de H
o, TR Moysés Nussenzveig .

Ll

Ondas estacionarias e ressonancia

Quando uma presa por am-
bas as extremidades é posta para
vibrar em certa frequéncia as on-
das se propagam nos dois senti-
dos formando um padrdo de in-
terferéncia, como ja foi analisado  |=
anteriormente.

Para algumas frequéncias
especificas a corda entra em res-
sonancia, e acontecem as ondas

estacionarias

hY

Na primeira figura a direita
temos uma onda estacionaria
com trés nos intermediarios. O n6
€ um ponto onde a corda néo se
movimenta. Obviamente, as ex-
tremidades sao dois nés. Numa - ' ! *
onda estacionaria, essa situacao . .
define o primeiro padrédo de osci- . "
lacdo, ou seja: ., »

L=A/2 X
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E um padrdo de oscilacéo

onde a onda estacionaria tem
meio comprimento de onda.

Num segundo padrao de
oscilagdo temos um no interme-
diario e desse modo: =

L=A ]

E um padrdo de oscilacio =
onde a onda estacionaria tem um
comprimento de onda.

Num terceiro padrédo de os- -
cilacdo temos dois nés intermedi- N
ario e desse modo: F .
l'I 1"-
L=A I LY
o ! L L
E um padrdo de oscilacio " E: . -
onde a onda estacionaria tem = & . ’
trés meios comprimentos de 8 " ‘.‘ b
onda. B A o
L=3A/2 =t - s

Podemos generalizar dizendo que a condicdo para existir um padrdo de oscilacao
para uma onda estacionaria € que:

L=n— 0O A, = &
2
Ja mostramos anteriormente que:
A=vT =Y g =Y
f A

Mas para uma corda presa pelas extremidades, apenas algumas frequéncias especi-
ficas podem desenvolver uma onda estacionaria, portanto:

n n [T

fy=—v 0O f, =—
2L 2L\ u
Essas frequéncias especificas sdo chamadas frequéncias de ressonancia, e como
pode-se notar elas sdo multiplas de uma certa frequéncia mais baixa (n=1) . Chama-se a
frequéncia mais baixa (n=1) de fundamental ou primeiro harménico. O segundo har-
monico corresponde a (n=2) . Chama-se série harmbnica o conjunto dos possiveis mo-
dos de oscilacéo, enquanto n € chamado de numero harmdnico.

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 12
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

05 |Mostre que y(x,t) = ym sen(k x - w t) pode ser reescrito nas seguintes formas alterna-
tivas:

a) yxt) =ymsen[k (x-vt)]
— WL _
kx —wt = k@( ” t@ k(x —vt)
b) y(x,t) =ymsen[2r(x/ A - f1)]

21T
kx —wt —TX ZMt—ZH%—ftQ

c) yxt)=yusenw (x/v-t)]

kx —wt :ﬂx—wt :wBi—tH
\Y v

O

d) y(xt)=ymsen2m[x/A-t/T)]

21T 21T
kx — wt—Tx—? % @

t
=

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

“09” | Um pulso isolado, cuja forma de onda ¢ dado pela funcdo h(x - 5t) é mostrado na
figura a seguir para t =0, onde x é dado em centimetros e t € dado em segun-
dos.

a) Qual a velocidade de propagacéo deste pulso?

Um ponto com fase 4
constante na onda é
definido por: 3 |

p(x,t) =x -5t =cte X2

e
A velocidade desse 1
ponto € a velocidade da
onda, logo: o
0 1 2 3 X 4 5 6 7
_dx +5cm/
vV = Fr cm/s t=0

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 13



b)

d)

Cap 17

Prof. Romero Tavares da Silva
Qual o sentido de propagacao deste pulso?
O sentido positivo do eixo X .

Trace o grafico h(x - 5t) como uma fun¢do de x para t=2s.

Como é uma onda pro-
gressiva em um meio 3 |
ndo dispersivo e sem |
atenuacdo, a forma da |5
onda manter-se-a a ke
mesma. Assim, basta =
calcular onde um ponto
do pulso vai estar. Va-

mos escolher o ponto y ‘ A ‘ ‘
10 11 12 13 14 15 16

17

mais a esquerda da

onda que se encontra na t="5s

posicdo inicial L, =1cm.

No intervalo de tempo At = 2s esse ponto move-se de AL, onde
AL=vAt=5.2=10cm

A posicao final L desse ponto sera:

Le=L+AL=1+10=11cm

Trace o grafico h(x - 5t) como uma funcdo de t para x =10cm .

IN

Seja tg 0 tempo neces-
sario para que a parte da
esquerda do pulso al-
cance o ponto x = 10cm
. O maximo do pulso ja
passou por esse ponto
um tempo Aty anterior e
a parte da direita do pul-

- hOvt)

o

SO ja passou um tempo
Atp .

14 1,6 18 2,0 2R 24 2,6 2,8

3,0

Temos trés tempos ca- X =10cm
racteristicos tg ;
tm=te+ Aty € tp=tg +Atp .

d —
tE:_E:M:lSS
Y 5
a, =20 =871 045 0ot =t +n, =225
v 5
AX -
AtD:_D:%l:O,Gs O t, =t, +At, =24s
v

www. Fisica.ufpb.br/~romero

14



Prof. Romero Tavares da Silva

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

“11" | A equacgdo de uma onda transversal se propagando em uma corda é dada por:

y(x,t) = (2,0mm) sen[(20m™)x - (600s™)]

a) Ache a amplitude, frequéncia, velocidade e comprimento de onda.
ym = 2,0mm
w = 600rad/s [ f=w/2m=95,5Hz
k = 20rad/m ) A=2mk=0,31m
v =w/k = 30m/s

b) Ache a velocidade escalar maxima de uma particula da corda.
u(x,t) = % = (— 600s ‘1)(2,Omm)cos[(20m‘1 - (6003 ‘1)]

uv = 1200mm/s = 1,2m/s

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

12 | A tens&o num fio preso em ambos os extremos é duplicada sem que haja qualquer
mudanca consideravel em seu comprimento. Qual é a razdo entre as velocidades das
ondas transversais nesse fio, antes e depois do aumento de tensao?

T|: =2 T| ‘|'1 ‘ 7Y o
A velocidade de propagacédo de _-
uma onda numa fio é dada por: > <4 @ o
T
V= |—
u

Vi T [He

Ve F K,

Como o fio néo foi alterado, ndo aconteceu mudanca nas densidades de massa,
logo:

—

[T

1
F 2T| \/E

O v, =v,+/2 =1414v,

—

Vv,
Ve

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 15
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Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6%. edicéo |

13 | A densidade linear de uma corda vibrante é 1,6x10“kg/m . Uma onda transversal se
propaga na corda e é descrita pela seguinte equacao:

y(x,t) = (0,021m) sen[(2,0m™)x + (30s )]

a) Qual é a velocidade da onda?
u=1,6x10"kg/m

v =w/k = 15m/s w = 30rad/s
k = 2rad/m
b) Qual é a tensdo na corda?
V= \/i O T=uv’?
u
T =0,036N

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 4%, edicdo |

“15" | Prove que, se uma onda transversal estd se propagando ao longo de uma corda,
entdo a inclinacdo de qualquer ponto da corda é numericamente igual a razdo entre
a velocidade escalar da particula e a velocidade da onda naquele ponto

y(X,y) = ym sen(kx - wt)

v = velocidade da onda Ay
v = w/k
u(x,t) = velocidade de um elemento
de corda
u(x,t) = _aygt(,t) = -wy,, cos(kx —wt) 0

tan 6 = inclinacdo da corda

tang = YD _ v cos(kx —wt)
ox
u(x,t)

tan@ = £|u(x,t)| =7
W v

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6%. edicéo |

20 | Na figura & seguir a corda 1 tem uma densidade linear u; = 3,0g/m e a corda 2 tem
uma densidade linear w, = 5,0g/m . Elas estdo sob tensédo devido a um bloco sus-
penso de massa M =500g .

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 16



a)

b)

Prof. Romero Tavares da Silva

Calcule a velocidade da onda em cada corda.

1 = 3,0g/m Corda 1 Corda 2
Uz = 5,0g/m
M = 500g

As tensbes T; e T, que
distendem as cordas séo
iguais porque as cordas
estdo conectadas e esti-
cadas pela acdo da mas-
sa M . Dito de outra for-
ma.:

Estamos aptos a calcular as velocidades de propagacdo de uma onda em cada

uma das cordas:
T
vV, = /—1 =2857m/s
H,

T
vV, = /—2 =2213m/s
H,

O bloco agora € dividido em dois (com massas M; + M, = M), de acordo com a
configuragdo & seguir. Determine as massas M; e M, para que as velocidades
de uma onda nas duas cordas sejam iguais.

v = T, _ Mg Corda 1 Corda 2
R
vV, = T_2 = _Mzg

Ve,V ow,

M;
Como vi =V, temos: M
1
M M M
I D 1:&:§ D M1=§M2
M, U, M, u, S S

Mas M; + M, =M =500g , logo

M, = 187,59 e M, = 312,59

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

23 |Uma corda uniforme de massa m e comprimento L esta pendurada no teto.

Cap 17

www. fisica.ufpb.br/~romero 17



Prof. Romero Tavares da Silva

a) Mostre que a velocidade de uma onda transversal na corda é funcdo de vy, a
distancia até a extremidade mais baixa, e é dada por v =,/gy .

Vamos considerar um elemento de corda
de comprimento AL .

Existem duas forcas atuando nesse ele-
mento: 0 pedago acima puxa 0 elemento
com uma forca F; , que é uma reagdo a
forca peso do elemento de corda mais o
pedaco abaixo. A segunda forca F, € o A
peso de pedacgo abaixo do elemento de
corda. Seja F a resultante das forgas que
atuam no elemento de corda:

y
aix =F sen@& F, senEH
B RO RO
: o
%FY =F, cos%@— F, cos%@ X
onde
(F, =uly +AL)g
[l m
O € H T
H F.=uyg

Por outro lado, vamos considerar que a onda tenha uma amplitude pequena
comparada com o seu comprimento, de modo que o angulo possa ser considera-

do pequeno:
Jenf2 08 - 2
AL U
G:H ; se 0<<1 0O [
B cosEEHDl
0 20O
HaYy H9
= L L+ L
éix F+F sen% 2ygy+ugA )2R R —A 2R(A)
U
U
0 FY:(Fl—FZ)COS%Q:FI—FZ

Considerando que se AL << 1 teremos que AL >> (AL)? , entdo teremos que:

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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+, D%AL
0 N
0 F Do SR U

H

No entanto, em um referencial que esteja se movimentando com a mesma velo-
cidade do pulso, o elemento de corda tem movimento circular com aceleracao
centripeta dada por:

2

\
F, = (uAL)—
" (uA)R

e desse modo encontramos que:

o= o)y =95 0 v=\oy

O R 0O

b) Mostre que o tempo que uma onda transversal leva para percorrer 0 compri-

mento da corda é dado por t =2 /% .

Y 1

t=g 5‘!'y_5dy:29_5L_E O t=2 g

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

27 |Duas ondas idénticas que se propagam, deslocando-se no mesmo sentido, tém uma
diferenca de fase de m2rad . Qual € a amplitude da onda resultante em termos da
amplitude comum yy das duas ondas?

yi(x,t) = ym sen(kx - wt)
y2(%,t) = ym sen(kx - wt + 7172)
y(x,t) = ya(x,0) + ya(x,t)

y(x,t) = ya(x,t) = ym [ sen(kx - wt) + sen(kx - wt + 772) |

sena+senB=25enEp+BEcosEp_BH
02 0 02 0O

Mas:

logo:

sena + senEa + EH: 25enw%oséﬂ4§

O 20 U

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 19
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e portanto
y(x,t) = %yM cosm%en&x -wt +EH
H4 O

40

A amplitude A desta onda resultante € dada por:

2

A=2y costib=y. 2 0 A
A0 Yu

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

32 |Uma corda sob tensdo T,, oscila no terceiro harménico com uma frequéncia f;, e as
ondas na corda tém comprimento de onda A3 . Se a tenséo for aumentada para
T = 4T, e a corda for novamente levada a oscilar no terceiro harmaonico,

a) qual sera a frequéncia de oscilagdo em termos de f3 ?

U T,
|:| V|: -
H H
O
O T,
V. — O v, =2v
a /1 F |
L:n}\—N O AN:&
2 n
f=~ ="y p fN=L\/i
Ay 2L 2L\
O 3
Dfal =z I y % 1
i n == Y2 g o=
. 3 f3 3V,: Ve 2
és 2LVF 2L

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

34 | Duas ondas senoidais com amplitudes e comprimentos de onda idénticos se propa-
gam em sentidos contrarios ao longo de uma corda, com velocidade escalar de
10cm/s . Se o intervalo de tempo entre os instantes em que a corda fica retilinea é
0,50s , quais 0s seus comprimentos de onda?

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 20
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y1(x,t) = ym sen(kx - wt)
ya(x,t) = ym sen(kx + wt)

y(X,t) = yi(x,t) + y2(X,t) = ym [ sen(kx - wt) + sen(kx + wt) |

sena+senB:23enEp+BEcosEp_BH
02 0 02 0O

y(x,t) = 2 ym sen(kx) cos(wt)
O intervalo de tempo entre os instantes em que a corda fica retilinea é igual a meio
periodo, logo:
MA=T/2=050s [J T=1s

v =10cm/s = 0,1m/s

A=vT=01) (@) 0O A=01m

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

35

Uma corda fixada em ambas as pontas tem 8,40m de comprimento, com uma mas-
sa de 0,120kg . Ela estad submetida a uma tensdo de 96N e € colocada em oscila-
cao.

a) Qual a velocidade escalar das ondas na corda?

M L = 8,4m
H=1T M = 0,120kg
T \/ﬁ T =96N
V= [—=[—
u M
v =81,97m/s

b) Qual o mais longo comprimento de onda possivel para uma onda estacionaria?
L=Avax’2 [ Avax=2L [0 Amax=16,8m
c) Dé afrequéncia dessa onda.

f=v /Avax 0 f=4,87Hz

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

“38”

Uma fonte S e um detetor de ondas de radio D estédo localizados ao nivel do solo
a uma distancia d , confirme a figura a seguir. Ondas de radio de comprimento A
chegam a D, pelo caminho direto ou por reflexdo numa certa camada da atmosfe-
ra. Quando a camada estd numa altura H , as duas ondas chegam em D exata-
mente em fase. A medida que a camada sobe, a diferenca de fase entre as duas
ondas muda, gradualmente, até estarem exatamente fora de fase para uma altura
de camada H + h . Expresse o comprimento de onda A emtermosde d,h e H.

Cap
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Vamos definir as grandezas:
]

d; = distancia entre a fonte e o receptor.

d, = distancia percorrida pelo som ao
ser refletido numa altura H . H

d; = distancia percorrida pelo som ao S _D
ser refletido numa altura H + h .

Desse modo temos que:

2
:2,/H2 +é|%§ =4H? +d?

3 :2\/(H +hy "‘Eﬂg =\/4(H +h)? +d?

20

(NN O
o

Adi=d> -di=nA O Interferéncia construtiva
Ady;=ds -di=(n+1/2)A [0 Interferéncia destrutiva

Ad; - Ady = A/2 [ AZZ(Adz-Adl)

A =2y4(H +h)* +d? - 2JaH? +d?

Capitulo 17 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

40 | Dois pulsos se propagam ao longo de uma corda em sentidos opostos, como na figu-
ra a seqguir.

a) Se a velocidade da onda v = 2,0m/s e os pulsos estdo a uma distancia de
6,0cm em t=0, esboce os padrdes resultantes para t=5;10; 15 e 20ms.

A

Vamos chamar de xi(t) a y < d >

localizagdo do maximo do

pulso 1, x(t) a localiza- ﬂk’ +V

¢cdo do maximo do pulso »x
2 ,e D() a separacdo -V 43% f

entre 0s mMaximos.

Inicialmente os pulsos estdo localizados nas posicoes Xo1 € X2 respectiva-
mente, e eles se movem com velocidade v, logo

Cap 17 www. fisica.ufpb.br/~romero 22
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X1(t) = X1 +vt

e
Xz(t) = Xpz - Vit
portanto
D(®) = [xa(t) - xa()|
e

D(0) = |Xo1 - Xo2| = d = 6,0cm
Podemos dizer que:
D(t) = |(Xo1 - Xo2)| - 2vt =d - 2vt
Os pulsos terdo seus maximos no mesmo ponto quando D(tg) =0, ou seja:

d-2vte =0 0 te=d/2v=0,015s = 15ms

Para t <tg os dois pulsos

estdo se aproximando um 4y <Py
do outro.
S
Quando t = tg 0S maximos »X
dos pulsos estdo na mes- -V 4{%
ma posicdo e tem lugar

uma interferéncia destrutiva

Neste instante a corda tem
a forma de uma linha reta. Ay

Quanto t >t os dois pul- ﬁ}>+\7
sos estdo se afastando um X
do outro -V A y

b) O que aconteceu com a energia em t=15ms ?

Neste instante a corda tem a forma de uma linha reta e aparentemente nao exis-
tem pulsos na corda. Mas é como se a energia dos pulsos estivesse armazenada
em forma de energia potencial.
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Prof. Romero Tavares da Silva

18. Ondas Il - Ondas sonoras

Ondas sonoras sao familiares a nossa existéncia e faz parte de nosso cotidiano a
convivéncia com corpos que produzem sons. Esses sons podem ser ruidos de choque
entre dois corpos ou melodias produzidas por instrumentos musicais.

As ondas sonoras necessitam de um meio elastico para se propagarem, e nao
existe essa propagacdo no vacuo. Num solido podemos ter ondas longitudinais ou ondas
transversais. Como os fluidos (liquidos e gases) ndo suportam tensao de cisalhamento,
apenas as ondas longitudinais se propagam neste meio.

A velocidade do som

As ondas se caracterizam por ser um transporte de energia, associado a uma 0s-
cilacdo da matéria. A energia se propaga através da interacdo de elementos de volume
adjacentes. Como cada material se caracteriza por um arranjo especifico da matéria, a
interacao entre os elementos de volume adjacentes se da de um modo peculiar para cada
material que consideremos. Por isso a onda sonora se propaga com uma velocidade dife-
rente para cada meio. Em particular, a sua velocidade no ar a 20°C é de vs = 343m/s .

Uma onda sonora se propaga numa sucessao de compressoes e rarefacoes, e em
cada material esses movimentos tém uma caracteristica peculiar. Existe uma grandeza
gue da conta dessas variagcdes em um meio: € o médulo volumétrico da elasticidade B,
gue leva em conta a variacdo de pressao e a variacao fracional de volume. Ele é definido
como:

A
B e ——p
v
ov O
e no limite quando AV - 0, temos que

5 P

v

O

Outro modo de apresentar B é usando-se a densidade volumétrica de massa p =
M/V ao invés do volume. Temos que

R
Sl LR

A velocidade do som em um meio elastico € dada por:

logo

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 2



Prof. Romero Tavares da Silva

Para deduzir a equacao da velocidade do som, vamos considerar a propagacao de
um pulso em um tubo longo.

Consideremos um fluido
de densidade volumétrica p e I
to

pressaéo P preenchendo o t=
tubo desenhado ao lado. Num
dado instante comprimimos
esse fluido movimentando o v At
émbolo para 4 direita com ve- —
locidade u durante um inter-

valo de tempo At . O movi- t=ty+At ]
mento do pistdo é transmitido

as moléculas do fluido pelas u At
colisdes que elas >
efetuam com o pistéo e pelas colisbes entre elas.

A medida que as moléculas colidem com a superficie do pistéo, elas adquirem veloci-
dades maiores que a média, transmitindo através dos choques essa propriedade para as
moléculas adjacentes. A regido hauchuriada comporta-se como um pulso propagando-se
para a direita.

O impulso dado pelo pistao F,

ao volume representado pela
area hauchuriada sera igual a
—

sua variacdo da quantidade de
movimento, ou seja:

Impulso =1=F At

Mas
F=Fi-F2=(p+4p)A-pA
F=4p A
ou seja:
I = (A 4Ap) At

A variacao da quantidade de movimento do volume perturbado € dado por:
variacdo da quantidade de movimento = Am v

onde Am é a massa do fluido que entra em movimento depois de um intervalo At em
gue aconteceu o movimento do émbolo, ou seja:

Am=pAV=p(UuAlA)
Considerando que o impulso € igual a variagdo da quantidade de movimento, temos
que:

FAt=Amv 0 Ap=pvu

Mas o0 modulo da elasticidade é:
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B=-vHePH
MV O
onde, usando as nossas Convengﬁes:
AV =Veg-V, <0
AV =-(uA) A

V=(vA) A
logo:

Quando consideramos a propagacao de uma onda como um processo adiabati-
CO, OU seja: a propagacado € um evento tdo rapido que nédo possibilita a troca de calor no
meio, devemos considerar a equacgao de estado:

p V' = constante
PYH
_DT G
v BUH
0T [

onde:

O|O
o

Diferenciando ambos os lados da equacéo de estado, temos que:

VYdp + W pdV =0 [ vygjp+§dv§=o 0 v oy

v
B=v® -y 0O V:F:\/E
dv p \p

Propagacédo de ondas sonoras

logo:

A medida que uma onda sonora avanga num tubo, cada volume elementar do fluido
oscila em torno de sua posicao de equilibrio.

Os deslocamentos se realizam para direita e para esquerda sobre a direcdo x , na
gual a onda se propaga.

De modo geral, uma onda progressiva s(x,t) que se propaga no sentido positivo
do eixo x, tem a forma:

s(x,t) = f(x - vt)

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 4
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Considerando uma onda harménica progressiva, temos que:
S(x,t) = sm cos(kx -wt)

Vamos considerar uma
situacdo simplificada, mas sem X1 X2
perda de generalidade. Num ins-
tante t; = tp dois elementos de
volume estdo nas suas respecti-
vas posicdes de equilibrio, e num
instante posterior t; = tp + At % S
eles sofreram os deslocamentos

de acordo com a equacgao anteri-
or.
onde
s1=5(X1, tp)
e
S2 =s(X2, tp)
AX = X - X1 AV = A ( Sy - Sl) = A[S(X2 , tz) - S(X1 , tz)]
V = A Ax AV = A As
B=-_2P Ap = gV
v v
av o
Mas
vV = B O B=pv?
P
logo
AV AAs
Ap =-pv?—=-pv’ ——
P=-p Vv A AX

e no limite quando Ax - 0, teremos:

Ap =-B ED—SH: —pVZBB—SH

[OX O [OX [
gue nos fornece uma relacéo entre a posicdo s(Xp,t) de um elemento de volume que tem
a sua posicao de equilibrio em um ponto genérico Xo e a variacdo de pressdo Ap(Xo ,t)
gue esta acontecendo nesse ponto Xg .
Ap = + p Vv k sy sen(kx - wt)

onde podemos considerar a variagdo maxima de pressdo Apw = p v k sy , teremos:

Ap = Apwm sen(kx - wt)

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero S
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Intensidade e nivel do som

A intensidade de uma onda é definida como a poténcia média transmitida por uni-
dade de area. Quando no nosso cotidiano dizemos que o0 som esta alto, estamos na reali-
dade dizendo que ¢é alta a intensidade som emitido pelo aparelho. Os musicos dizem que
um som é alto quando a sua frequéncia é alta.

(P(x,t))
A

Mas a poténcia instantanea que atua em um elemento de volume pode ser definida
com o produto da forga por sua velocidade, ou seja:

P(x,t) = F(x,t) asgt"t) = AAp asgt(,t) 0 P(:t) - Ap asgtct)
P(:t) = [ApM sen(kx —Wt)][W Su Sen(kx —Wt)] = szkWS,a Senz(kx —Wt)

| = pv’kws; (sen’ (kx —w))
Pode-se mostrar que

2 _ =1T 2 _ —
(sen” (kx —wt)) T4)’dtsen (kx —wt)

N |-

logo

:lpvzkwsfﬂ

Fontes sonoras musicais

Noés percebemos claramente a diferenca de som quando ouvimos uma flauta e logo
depois um trombone. Mesmo que os dois instrumentos estejam tocando a mesma nota
musical. Isso acontece porgue eles tém timbres diferentes.

Uma nota musical especifica esta associada com uma certa frequéncia, e a essa
frequéncia corresponde um periodo determinado. A frequéncia da nota musical é caracte-
rizada pela variagdo de pressdo causada no ar durante um intervalo de tempo periddico.
Pode ser um seno, um dente de serra, ou a variacao especifica de um instrumento.

Para a variacdo especifica de um dado instrumento nés denominamos timbre.

Cada instrumento tem uma forma especifica de produzir uma mesma nota musical, dai
nds percebermos quando esta sendo tocado uma flauta ou um trombone.

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 6
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Batimentos

Um tipo peculiar de interferéncia entre duas ondas acontece quando elas se propa-
gam no mesmo sentido, ttm mesma amplitude, mas as suas frequéncias w diferem ligei-
ramente. Como elas estdo se propagando no mesmo meio elastico elas tém a mesma
velocidade v de propagacéo e portanto k = w/v . Desse modo, se as frequéncias séao
préximas, isso também acontece com o numero de onda k.

Vamos considerar as duas ondas do tipo:
y1(X,t) = ym cos(Ki X - wq t)
y2(X,t) = ym cos(Kz X - Wa t)
logo:
y(X,t) = yl(Xlt) + yz(,X,t)

y(x,t) =ym [cos(ky x - wyt) + cos(ka X -wa 1) ]

Vamos definir algumas grandezas:

D__ 1+W2
%ﬂW:WI—WZ %yv—ENTg
O e [
Hak =k, -k, Egzgfﬁkzg
o 0 2 0O

onde supomos que wj; >Ww, e ki >k, . Por outro, como as frequéncias diferem ligeira-

mente, estamos assumindo que W >>Aw e k >>Ak . Podemos colocar as equacdes
anteriores na forma:

%/V1:VV+A_W a(l:k+A_k
0 2 0 2
[l € [l

O

ou seja:

y(x,t):yMEpos%Z+A—k —HVV+A—WBB+COS%Z—AKB<—BW—A—WB
O 2 0O 200 O 2 0

HeH

Considerando a identidade trigopnométrica:

cosa +cosf = ZCOSM ECOSELBH
02 0 02 0O

encontramos que

_ k _Aw —
y(x,t) =2y, COSEA?X > tEcos(kx wt)

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 7
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e se definirmos a amplitude de oscilacdo como A(x,t) , teremos

A(x,t) = 2y,, cosﬁaka —A—WtH
02 2 O

ou seja: 3
y(x,t) = A(x,t)cos(kx —Wt)
Como exemplo, estamos 2
mostrando ao lado o grafico em
x = 0 , resultante da soma de
duas ondas com amplitudes uni-
tarias e frequéncia wp = 1]
20,94rad/s e w, =17,80rad/s .
Temos entdo que a diferen-
ca Aw = 3,14rad/s e o valor mé- 0 ‘
dio w =19,37rad /s.
Saw=314 0aT=2"=> u
0 Aw 14
U
@\7=19,37 0 T=2-03
w
-2

Um batimento, ou seja um

maximo de amplitude, ocorrera 2

sempre que a amplitude global

apresentar um extremo: maximo t ﬂ

ou minimo. N n n
1

Neste exemplo, o periodo de ”

batimento sera AT =2s como se

pode observar na figura, a fre- I\A

quéncia angular de batimento 0 \

vale Aw = 3,14rad/s e a fre- 1

quéncia, Af = 0,5Hz .
2 %
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O Efeito Doppler

O som é um tipo de onda que necessita de um meio para se propagar. Quando
estamos analisando a producdo e a captacdo de uma onda sonora, estamos diante de
trés participantes: a fonte sonora, o meio onde ela se propaga e o observador que esta
captando as ondas. Temos entao trés referenciais bem definidos.

O tipo de onda captada dependera de como a fonte e o observador se movem em
relagdo ao meio de propagacao da onda. Vamos considerar o meio parado em relacéo ao
solo. Neste caso temos ainda trés situacdes diferentes: a fonte se movimenta e o obser-
vador estéd parado; a fonte esta parada e o observador estd em movimento; a fonte e o
observador estdo em movimento. Nos trés casos podemos ter uma aproximacado ou um
afastamento entre a fonte e o observador.

Fonte e observador em repouso

A fonte emite uma onda
harmbnica de frequéncia f e
comprimento de onda A . Vamos
desenhar apenas as frentes de
onda. As frentes de onda esféricas
concéntricas viajam com velocida- Observador
de v . Como todos os participan- ) )
tes (fonte, observador e meio) es-
tdo em repouso, o observador vai
perceber uma onda exatamente do
mesmo tipo que foi emitida pela
fonte.

<

V=Af T/\

Fonte em movimento - observador em repouso

Como a fonte esta em mo-
vimento, as frentes de onda nao
sdo mais esferas concéntricas.
Quando a fonte emitir a segunda
frente ela ja ndo estard mais na
mesma posi¢cdo de quando emitiu Observador
uma primeira onda. ® ®

<J

Seja T é o periodo da onda
gue a fonte esta emitindo. Como a
fonte esta se aproximando do ob-
servador ele ird perceber uma
distancia A" entre as frentes de
onda menor que um comprimento @ > V. ©
de onda A original, como pode-se
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depreender pela figura ao lado. Se em um tempo T (periodo) uma frente de onda viajou
uma distancia A =v T (comprimento de onda original), como a fonte se aproximou do
observador de vg T, 0 observador perceberda um comprimento de onda A" diferente do
original:
A=A- VET
ou seja:
A=vT-veT=(v-vpf
Mas
A=v/f

onde f' é afrequéncia que o observador vai perceber nas circunstancias atuais. Portanto:

_VoVe 4 f,:E Vv E
' f -V,

Quando a fonte estiver se afastando do observador em repouso, teremos uma si-
tuacao semelhante a essa descrita, e encontraremos que:

| <

—h

A=A+VeT
ou seja:
A=VT+VeT=(v+Vplf

=

Fonte em repouso - observador em movimento

logo:

Quando a fonte esta em repouso em relagdo ao meio a propagacao se dara de
modo a formarem-se frentes de ondas esféricas concéntricas.

Como a frequéncia € uma medida do numero de frentes de ondas por unidade de
tempo que atingem o observador, neste caso chegam a si f=v/ A frentes de onda por
unidade de tempo. Se a frequéncia for f=1Hz o periodo T = 1s, e atingira o observador
uma frente de onda por segundo. Se f=0,5Hz teremos T = 2s e portanto atingira o ob-
servador uma frente de onda a cada 2s, que é metade do niamero do caso anterior.

Se o0 observador se aproxima da fonte com velocidade v, , ele ira de encontro as
frentes de onda, encontrando v, /A mais frentes de onda por unidade de tempo que se
estivesse em repouso. Desse modo, o numero de frentes de onda por unidade de tempo
f' que ele encontra sera:

f'=

Yo g pefetls gop=gitel

v U U

> <

Quando o observador estiver se afastando da fonte em repouso, teremos uma situ-
acao semelhante a essa descrita, e encontraremos que:

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 10
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Yo g p=f-t¥e g p=fYef
OV O

v
A A \Y;

Quando o observador estiver se afastando da fonte em repouso, teremos uma si-
tuacdo semelhante a essa descrita, e encontraremos que:

f'= MB
0 v 0

Fonte e observador em movimento

Quando fonte e observador estiverem em movimento teremos uma combinacao
dos resultados anteriores.

+v,_ [ [sinal superior : aproximando - se
o . . .
V. ] 0O sinal inferior : afastando —se

-+

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

01

a)

b)

Cap 18

Uma regra para encontrar a sua distancia de um relampago é contar quantos se-
gundos se passam, desde a visdo do raio até ouvir o trovao e, entédo, dividir o
ndmero por cinco. O resultado € por suposicdo, a distancia em milhas. Explique o
funcionamento dessa regra e determine a porcentagem de erro a 20°C .

v = 3x10%m/s = 300.000.000m/s
Vs = 343m/s = 767,291mi/h Raio Observador

Considerando a propagac¢éao do som do x d
trovao, temos que:

d= Vs s
e considerando a propagacéo da luz do relampago, temos que:
d= vt

O observador percebe os dos fendmenos com uma diferenca de tempo At dada

por:
-V

A=t -t =4 -9 p At:dg“isﬁ
VS VL VLVS

Mas como v, >> vs , teremos:

At DdE-L E 0 aod
LVS

Vs

Considerando a distancia em milhas e a velocidade em milhas por hora, temos:

d :vsAt:MBXt:i O d. :E

0 3600 [ 4,69 5

Ad—d:d_dd = % 0,062 O BA—E/o 6,2%

Desenvolva uma regra semelhante para obter a distancia em quildmetros.

Considerando a distancia em metros e o tempo em segundos, temos

d=v (343)At—(343x10‘3km/s)At—2—91 0 d,

_4at
3
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Ad _d-d,

d  d

:1—d—E:o,03 O BA—dEA)::s%
d 0Od O

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

04

Uma coluna de soldados, marchando a 120 passos/min , segue a musica da banda a
frente do pelotdo. Observa-se que os soldados atras da coluna avancam com o pé
esquerdo, enquanto os musicos da banda avancam com o pé direito. Qual o tamanho
da coluna, aproximadamente?

f = 120passos/min = (120/60)passos/s Banda Pelotéao
f=2Hz [0 T=0,5s < >
d

Os componentes da banda estédo defasa-
dos de meio periodo em relagéo aos soldados que marcham no fim da coluna. A dife-
renca de tempo At é dada por:
At =T/2=0,25s
O tamanho d do pelotao sera, entao:
d = vs At = (343m/s) (0,25s)

onde vs =343m/s é a velocidade do som no ar. Logo

d =85,75m

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

05

Terremotos geram ondas sonoras na Terra. Ao contrario do que ocorre em um gas,
podem ser geradas ondas longitudinais (P) e ondas transversais (S) em um sélido . A
velocidade das ondas S é aproximadamente vs[/4,5km/s e as ondas P aproxima-
damente vp [78,0km/s . Um sismégrafo registra as ondas S e as ondas P de um
terremoto. As primeiras ondas P aparecem At =3min antes das primeiras ondas S.
Supondo que as ondas viajam em linha reta, a que distancia ocorreu o terremoto?

Vamos chamar de L a distancia entre o

ponto onde aconteceu o terremoto e a Vs = 4,5km/s
posicdo do observador; ts o tempo para vp = 8km/s
uma onda S percorrer esta distancia e At = 3min = 180s

tr 0 tempo para uma onda P percorrer
esta distancia.
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= S—tP:L%—iE:L P_VSE
s Ve VoV
Vo,V
L :Atgjpis%: 1.851,4km
p ~Vs

1]
o |
OooooOo
O
>
|

"

el
1
<
S

I I A O P

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

06 |A velocidade do som em um certo metal € vy . Em uma extremidade de um longo
tubo deste metal de comprimento L , se produz um som. Um ouvinte do outro lado
do tubo ouve dois sons, um da onda que se propaga pelo tubo e outro que se propa-
ga pelo ar.

a) Se vs € a velocidade do som no ar, que intervalo de tempo At ocorre entre 0s
dois sons?

L=vuty=Vsts

-V
At:ts—tM:L—L: %E
VS VM VMVS

b) Suponha que At=1s e que o metal é ferro, encontre o comprimento L .

M =1s
Vs = 343m/s
vm = 5.941m/s

L=At%%% 0 L =364m
m Vs

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

07 |Uma pedra é jogada num pogo. O som da pedra se chocando com a agua é ouvido
At = 3s depois. Qual a profundidade do po¢o?

Vamos considerar que h € a profundidade do poco, tr € 0 tempo gasto para a pe-
dra chocar com a agua no fundo do poco e ts é o tempo necessario para 0 som da
colisdo subir até a boca do poco. Logo temos que At =tp + ts . Por outro lado:

1
h :Egts :VStS

2h 2 2v v . At \Y;
t2 =" ="(v.t,)=—2(At -t, )=H— %gsép
s g( :) s ( ) %Qg g

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 14
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ou seja:

02+ Vg EP B FvsAt E: 0
g 9

Resolvendo, temos que:

(=Y +Vve +2v g At [+288s

P g 272885
Como o temo é positivo, escolhnemos a primeira solugdo tp = 2,88s . Desse modo,
temos que:
ts=At-tp=3,00-2,88=0,12s =
e portanto

= %gtf, = 40,64m

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

10

a)

b)

Uma onda senoidal longitudinal continua é envidada através de determinada
mola, por meio de uma fonte oscilante conectada a ela. A frequéncia da fonte é
de 25Hz e a distancia entre pontos sucessivos de maxima expansao da mola é
de 24cm . Encontre a velocidade com que a onda se propaga na mola.

v=w/k=AT=Af=(25Hz) (0,24m) f=25Hz
A =24cm = 0,24m
Vv =6m/s

Se o deslocamento longitudinal maximo de uma particula na mola é de 0,30cm
e a onda se move no sentido - x, escreva a equacao da onda. Considere a fonte
em x=0 e odeslocamento nuloem x=0 quanto t=0 também é zero.

S(x,t) = sm cos(kx + wt + @) sm = 0,30cm = 0,0030m
w = 27rf =50 rmrrad/s
s(0,0) =0 = sy cos¢ k =2mA =576 rad/m= 8,33rrad/m
logo
¢=rm2
ou seja
s(x,t) = sy sen(kx + wt)
e finalmente:

s(x,t) = (0,0030m) sen( 57x/6 + 507t)

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

11 | A pressdo em uma onda sonora progressiva € dada pela equacao:

Cap 18

Ap = (1,5Pa) sen [(Im™)x - (330s™)t]
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d)
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Encontre a amplitude de presséao

ApM =1,5Pa
Encontre a frequéncia
=W 330 6e
21 21

A= 21 = 2m =2m
k T
Encontre a velocidade da onda
=W _ 3307 _ a30mys
k T

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

12 | puas fontes pontuais de ondas sonoras, de comprimentos de onda A e amplitudes

idénticas, estdo separadas por uma distancia D =2 A . As fontes estdo em fase.

a) Quantos pontos de sinal maximo (interferéncia construtiva) existem em um gran-

Cap 18

de circulo em torno da fonte?

Vamos considerar um grande circulo, P
ou seja: a distancia entre as fontes é
bem menor que o raio deste circulo.

Seja P um ponto desse circulo, e L; e

L, as distancias de cada uma das fon-
tes a esse ponto.

Vamos definir a origem das coordena-
das coincidindo com o centro do circulo.

Podemos entao definir:

0. . D
|j—1:r__
5 2
O
0. . D
a,=r+—
0° 2
Logo:
) -
L2=r2+ B—ZFEE
02 O 2
ou seja

www. fisica.ufpb.br/~romero
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kN

2
=r? +EQH —rDcosé
02 0

NN

(1 O 4 L0

2
=r? +HZH +rDcos@
020

portanto
L? —L2 =2rDcosf
Mas por outro lado:

L, +L, 02rQ
E E O L2-12=(,-L)L, +L,)O2rAL

H, -L, =aLH

logo

L2 —L? =2rDcos6 O2rAL 0O cos@z%:ﬁ

2A

Para que tenhamos uma interferéncia construtiva € necessario que AL =+n A,

ou seja:

cosf = iﬂ

2

n=0 [J cosf =0 7 6=90° ou 6=270°
n=+1 [J cosf@=+1/2 [0 6=60° ou 6=300°
n=-1 [ cos@=-1/2 O 6=120° ou 6=240°
n=+2 [J] cosf =+1 N
n=-2 [J cosf =-1 o 6=180°

Existem, portanto oito pontos de maximo.

b) Quantos pontos de sinal minimo (interferéncia destrutiva) existem em um grande
circulo em torno da fonte?

Para o calculo de pontos com interferéncia destrutiva, o procedimento € equiva-
lente:

L2 —L? =2rDcos6 O2rAL O cos@z&:ﬁ

D 2A

Para que tenhamos uma interferéncia destrutiva € necessario que

AL = +Mha + A 0= +(2n +1)1
0 20 2

ou seja:
n+1H

04 O

cosf =+
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n=0 [ cosO =+1/4 0o 6=7552° ou 6=284,44°
n=0 [ cosf =-1/4 0 6=10447° ou 6=25552°
n=+1 [J cosf =+3/4 0  6=41,40° ou 6=318,59°
n=-1 [0 cosfO =-3/4 0 6=138,59 ou 6=221,40°

Existem, portanto oito pontos de minimo.

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

13 |Na figura & seguir, dois alto-falantes, separados por uma distancia de 2m , estdo em
fase. Supondo que a amplitude dos sons dos dois seja, de modo aproximado, a
mesma na posi¢cdo do ouvinte, que estd a 3,75m diretamente a frente de um dos
alto-falantes,

a) Para quais frequéncias audiveis (20Hz - 20kHz) existe um minimo?

D =3,75m . Ouvinte
d=2m p N
Por construcdo, temos que triangulo retangu-
lo, logo:

L D

L=+d?*+D? =4,25m
Para que tenhamos um minimo, a

interferéncia entre as ondas deve ser destruti- v
va, e isso acontece quando a diferenca de i g 'AI fal
percurso for igual a meio comprimento de €« p \lo-Talante
onda.

Ou de modo geral, for igual a um numero inteiro de comprimentos de
onda mais meio comprimento de onda

L-D=nA+ A
2
ou ainda:
L-D=(@2n+1)Z 0O A, = 2(L-D)
2n+1
Mas
\'% \'%
f,=—=(2n+1
A, (on + )Z(L—D)
Como:
Y =343Hz
2(L-D)
teremos:
f() = 343Hz

fi = 3 fo = 1029Hz
f, =51, =1715Hz
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Prof. Romero Tavares da Silva
b) Para quais frequéncias o som fica ao maximo?

Para que tenhamos um maximo, a interferéncia entre as ondas deve ser
construtiva, e isso acontece quando néo existir diferenca de percurso.

Ou de modo geral, for igual a um namero inteiro de comprimentos de onda:
L-D=nA

(L-D)

A =

N

Mas

f :L:n v
" /\N (L_D)

Como:
\Y

2(L-D)

f1 = 686Hz
f,=2f, =1372Hz
f3 = 2058Hz

= 686Hz

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

16

Uma onda sonora de comprimento de onda 40cm entra no tubo mostrado na figura a
seguir. Qual deve ser o menor raio r, de modo que um minimo seja registrado no
detetor?

A diferenca entre os percursos € dada
por:
AL=71r-2r=(m-2)r

Para que aconteca uma interferéncia

destrutiva € necessario que a diferenca
de percurso tenha a forma:

AL:@n+Q% O (n—ar:@n+gg

Para se calcular o menor raio possivel, basta fazer n = 0 na equacéo anterior, ou
seja:

=17,51cm

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

((19”

Duas ondas sonoras, originarias de duas fontes diferentes e com a mesma frequén-
cia f = 540Hz , viajam a velocidade de 330m/s . As fontes estdo em fase. Qual a
diferenca das fases das ondas em um ponto que dista 4,4m de uma fonte e 4m
de outra?. As ondas se propagam na mesma direcao.

Cap
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Vamos considerar as on- 1 2 P
das com as formas: I I I >
X
< >« >
s1(X,t) = sm cos(kx - wt) D do
< >
S2(X,t) = sy cos(kx - wt + d;

)

Vamos considerar que as fontes estdo respectivamente nos pontos x=0 e x=D.
Desse modo, no instante t =0 as fontes estdo emitindo ondas tais que, no local de

emissao temos:
51(0,0) =s

s2(D,0) = sy cos(kD + ¢)
Mas como as fontes estdo emitindo em fase, devemos ter que:

s2(D,0)=sy [ cos(kkD+¢)=1 [ =-kD

ou seja:
S2(X,t) = sm cos[k(x-D) - wt]

Assim temos o formato das duas ondas para quaisquer valores de x, e t. Para um
ponto especifico x =d; , temos que:

S1(dy,t) = sm cos(kd; - wt)
S2(dy,t) = sy cos[k(d;-D) - wi]
com as respectivas fases:
Cpl(dl,t) = kd1 - wt
@,(d1,t) = k(d1-D) - wt
AD=@, - P, =kD=2nD/A=2mnfD/v

AP =411rad

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

u20n

Em um certo ponto no espaco, duas ondas produzem variacdes de pressao dadas
por:
Ap; = Apwm sen(wt)
e
Ap, = Apm sen(wt - @)

Qual é a amplitude de presséo da onda resultante nesse ponto quando ¢ =0;
p=m2;¢p=m3 e ¢=m4"?

Cap 18 www. fisica.ufpb.br/~romero 20
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Ap = Ap1 + Ap, = Apw [sen(wt) + sen(wt - @)]

sena +senf = 23enw ECOSBMH
02 0 02 0O

Mas

logo

_ _¢
Ap = %ApM coséldzi %en@vt 2@

onde a amplitude de presséao resultante é dada por:
AP, =2A COSBBB
M Pu 020

Para cada uma das situacdes mencionadas teremos os valores a seguir:

I $=0
AP, =2Ap,
. ¢ =2
AP, =2Ap,, cosé'}@z \/EApM
il. ¢ =13
AP,, =2Ap,, cosélggz \/§ApM
v ¢=r14

AP,, = 2Ap,, cosmH
B0

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

30 |Uma corda de violino de 15cm , presa em ambas as extremidades, oscila em seu
modo n =1 . A velocidade das ondas na corda é de 250m/s e a velocidade do som
no ar é de 348m/s.

a) Qual é a frequéncia da onda emitida?

L=15cm =0,15m v = 250m/s
n=1 vs = 348m/s

Quando a corda de um violino esta vibrando, devido a reflexdo nas extremidades,
forma-se uma onda estacionaria. A condicdo para uma onda estacionaria neste
caso é:

2L
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fov_n,_n T
A, 2L 2L\u

o<

f, =833,3Hz

b) Qual é o comprimento de onda da onda emitida?

Quando estiver no ar, essa onda vai se propagar com a velocidade do som vs e
desse modo teremos que:

A= \;—S = 0,419m

1

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

45 | Duas cordas de piano idénticas tém uma frequéncia fundamental de 600Hz , quando
colocadas sob a mesma tensdo. Que aumento fracionario na tensdo de uma corda ira
levar & ocorréncia de 6batimentos , quando as cordas oscilarem juntas?

Vamos considerar a interagcéo de duas ondas:
S1(x,t) = sy cos(ky X - wy t)
S2(X,t) = sp cos(ka X - wa t)
logo:
s(x,t) = s1(x,t) + s2(,X,t)

S(x,t) =sm [ cos(ky X - wy t) + cos(kz X - wa t) ]

Vamos definir algumas grandezas:

%\/_— 1+WZH
%Aw:wl—w2 0 O 2 0
O e O
Hak =k, -k, Bl?= LK, [
o 0O 2 0O

Considerando a identidade trigopnométrica:

cosa +cosf = 2COSEP +B B:osEp —B H
02 0 02 0O
encontramos que
s(x,t) = 2s,, COSBA—kX _Aw, B:os(l?x —th)
02 2 0O

Para simplificar, e sem perda de generalidade, vamos analisar a interferéncia entra
as ondas para o ponto x =0 . Neste caso:
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s(0,t) = 25, cosT .t Hos(wt)
02 O

onda a frequéncia de batimento wg = Aw . Por outro lado:

[Af =f, = 6batimentos/s = 6Hz

[
[

H f, = 600Hz
f,=f, - AF = 600 - 6
f, = 594Hz

Como as duas cordas tem a mesma densidade e o mesmo tamanho, vao vibrar com
mesmo comprimento de onda, mas com frequéncias diferentes.

V:\/i:Af N f:il
H AN u

ou seja:
g 2
_1: T_: 1
f, /T T, >
u
logo
2
A_T=T1'T2=1—T—2=1—%E 1-0,9801 = 0,0199
T1 Tl Tl 1
T R 199%
OT O

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

46 | O vigilante rodoviario B esta perseguindo o motorista A por uma estrada estreita.
Ambos se movem a velocidade de 160km/h . O vigilante rodoviario, ndo conseguindo
alcancar o infrator faz soar a sua sirene. Considera a velocidade do som no ar como
sendo 343m/s e a frequéncia da sirene como sendo 500Hz .Qual a mudanca Do-
ppler na frequéncia ouvida pelo motorista A ?

VE = Vo, = 160km/h = 44,45m/s
v = 343m/s
f = 500Hz

fof E [sinal superior : aproximando —se
VF

E sinal inferior : afastando —se

| <
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Neste problema: a fonte se aproxima do observador e este observador se afasta da
fonte. Com o adendo que as duas velocidades sé&o iguais, logo:

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

‘48" |Uma onda sonora de frequéncia 1000Hz, se propagando através do ar, tem uma
amplitude de presséo de 10Pa.

Apy = 10Pa
f = 10%Hz

a) Qual é o comprimento de onda?

v = 343m/s

A=—=0,343m

—h|<

b) Qual é a amplitude de deslocamento da particula?

w = 27tf = 6,28x10°%ad/s
k=27mA=18,31rad/m
Ap = Apw sen(kx - wt)

S(x,t) = sy cos(kx - wt)
E@s B@s
Ap =-B =-pv?
P [0X @ Py [0X E

Ap = - B [- k ym sen(kx - wt)]
ou seja:

Ap, =kBs, O s, = AkFl)sM = fp\p/Mz = pA\FI)\MN

su = 3,83x10'm
c) Qual é a velocidade méxima da particula?

ds(x,t)

u(x,t) = ot

=ws,, sen(kx —wt)

Um =W Sy = 2,4x10°3m/s = 0,24cm/s

d) Um tubo de 6rgéo, aberto nas duas extremidades, tem essa frequéncia como
fundamental. Qual o comprimento do tubo?
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Quando temos um tubo aberto em ambas as extremidades:

a_:ni 0 )\Nzé
0 2 n

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

48

Uma ambuléancia, tocando sua sirene a 1600Hz ultrapassa um ciclista, que estava
pedalando uma bicicleta a 2,44m/s . Depois da ambulancia ultrapassa-lo, o ciclista
escuta a sirene a 1590Hz . Qual a velocidade da ambulancia?

f = 1600Hz v = 343m/s
f' = 1590Hz Vo = 2,44m/s

fo =AVN ESinal superior : aproximando - se
Fv. ] [0 sinal inferior : afastando —se
Depois que a ambulancia ultrapassa o ciclista, ela passa a se afastar dele que cami-
nha na direcao dela: a fonte se afasta do observador que se aproxima desta fonte:

f':fa/i% 0 v, =0-"H+HH,=a61ms
+V, of 0O OO

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

49

Um apito de frequéncia 540Hz move-se em uma trajetoria circular de raio 60cm
com uma velocidade de 15rad/s .

Quais sdo as menores e maiores frequéncias ouvida por um ouvinte a uma gran-
de distancia e em repouso em relacdo ao centro do circulo?

f = 540Hz
VE=WT=9m/s r=60cm =0,6m
w = 15rad/s
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fro tv, Esinal superior : aproximando - se
+v. g 0O sinal inferior : afastando —se 1 @2
Quando o observador esta fixo, temos duas possiveis
situacgodes:

f' =f E/Vi% fonte aproximando - se
f) =f %/Vi% fonte afastando —se
+V,

', = 525,66Hz

v

Observador
f'1 = 555,14Hz

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo
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Uma onda sonora em um meio fluido é refletida em uma barreira, de tal modo que
uma onda estacionaria é formada. A distancia entre os nos € de 3,8cm e a veloci-
dade de propagacédo € de 1500m/s .Encontre a frequéncia.

A barreira funciona com um no e a fonte também sera considerada como um no.
Desse modo, o maior comprimento de onda dessa onda estacionaria sera tal que:

a=2
2

Desse modo, temos que:

f=Y =Y -19.736.8Hz
A 2d

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

51

Um submarino francés e um submarino norte-americano movem-se um em direcao
ao outro, durante manobras em aguas paradas no Atlantico Norte. O submarino
francés move-se a 50,0km/h e o subma-

rino americano a 70,0km/h . O submari- VER Vam
no francés envia um sinal de sonar (onda > |
sonora na 4gua) a 1.000Hz . As ondas

de sonar se propagam a uma velocidade Francés Americano

de 5470km/h .
a) Qual a frequéncia do sinal quando detectado pelo submarino norte-americano?

VEr = 50km/h f=1.000Hz
Vam = 70km/h Vs = 5.470km/h
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Quando o submarino francés emite uma onda de frequéncia f e ela é captada
pelo submarino americano com uma frequéncia ' enquanto os dois se aproxi-
mam, temos uma situacao onde a fonte se aproxima do observador que por sua
vez esta também se aproximando desta fonte. Considerando que:

o v, ESinal superior : aproximando —se
Fv. ] [0 sinal inferior : afastando —se

+V
f'= PE =1022,2Hz
s _VFR

b) Qual a frequéncia detectada pelo submarino francés do sinal refletido de volta
para ele pelo submarino norte-americano?

temos que:

Quando o submarino americano refletir as ondas emitidas pelo submarino fran-
cés, o americano funcionara como uma fonte que se aproxima do observador e
o francés como um observador que se aproxima da fonte. Desse modo:

fll: S +VFR %l
s "Vau

o Vs +Vem [V, +V, % - Jonatis
B/S _VAM Eﬂ‘/s _VFR

ou seja:

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo
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Um morcego esta voando rapidamente sem ficar em um lugar por muito tempo em
uma caverna, navegando por meio de pulsos sonoros ultra-sénicos. Suponha que a
frequéncia de emissdo sonora do morcego seja de 39.000Hz. Durante uma rapida
arremetida em direcdo a uma superficie de uma parede plana, o morcego esta se
movendo a 0,025 a velocidade do som. Que frequéncia 0 morcego escuta refletida
pela parede?
f = 39.000Hz
vm = 0,025 vs

fof v, Ssinal sup erior : aproximando —se
Fv. ] 0O sinal inferior : afastando —se

Um observador junto a parede observara uma onda vindo do morcego com fre-

guéncia
fr= E/ivs E
s "V

Essa sera a frequéncia refletida pela parede. Como o0 morcego esta se aproximando
desta “nova fonte”, ele observara vindo da parede uma onda com frequéncia:
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Essa sera a frequéncia refletida pela parede. Como o0 morcego esta se aproximando
desta “nova fonte”, ele observara vindo da parede uma onda com frequéncia:

f||: S +VM %I
VS

e e

f"=1,051f = 40.989Hz

Logo

ou seja:

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo
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Uma menina esta sentada préxima a janela de um trem que esta se movendo com
uma velocidade de 10m/s para o Leste. O tio da menina esta de pé proximo aos
trilhos e vé o trem se afastar. O apito da locomotiva emite um som com a frequéncia
de 500Hz . O ar esta parado.

vr = 10m/s Tio H_>\7T
v =343m/s ©
f = 500hz
fog Etvo E ESinal superior : aproximando —se
Fv. ] [0 sinal inferior : afastando —se

a) Que frequéncia o tio ouve?

Como o tio - observador esta parado e a fonte — trem esta em movimento, te-

mos que:
fr= E/V—E = 485,71Hz
+V,

b) Que frequéncia a menina ouve?
A menina — observador se move na dire¢ao do apito — fonte que move-se afas-

tando-se da menina, e como ambos estao ligados a locomotiva, eles movimen-
tam-se com a mesma velocidade. Desse modo temos que:

f'=§;v°%
+V,

f=f =500Hz

€ COmo V, = Vg, temos que

c) Um vento comeca a soprar vindo do Leste a 10m/s . Que frequéncia o tio ouve
agora?

O ar é o referencial privilegiado. Em relacéo a atmosfera, o tio viaja para o leste
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com velocidade vo = 10m/s, e o trem viaja para leste com velocidade
Vve= 10m/s + 10m/s = 20m/s . Desse modo, teremos que:

+Vg 43 +10 B
+Ve [843 +20[]
f=486,11Hz

d) Que frequéncia a menina ouve agora?

Apesar da menina e o apito terem modificado as suas velocidades, elas conti-
nuam sendo iguais entre si, logo teremos 0 mesmo resultado anterior:

— +V0
+V,

f=f =500Hz

€ COmo V, = Vf, temos que

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo |

‘69" |Uma fonte F gera ondas na superficie de um lago, como mostradas na figura a
seguir. A velocidade das ondas é 5,5m/s e a distancia de crista a crista é 2,3m .
Vocé esta em um pequeno bote, se dirigindo diretamente para F com velocidade
constante de 3,3m/s em relacdo a costa. Qual a frequéncia das ondas que vocé
observa?

v =5m/s
A=23m
Vo = 3,3m/s Vo

f

> <

=2,17Hz

p=V Ve Ve o Ve H o 66 2.17H2
A % Ov O

f = 3,6Hz

Capitulo 18 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo |

Um apito usado para chamar caes tem uma frequéncia de 30kHz . O cao, entre-
“71" Itanto o ignora. O dono do cdo, que ndo pode escutar frequéncias acima de 20kHz ,
decide usar o efeito Doppler para descobrir se o apito funciona de maneira adequa-
da. Pede a uma migo que sopre o apito no interior de um carro em movimento, en-
guanto ele permanece parado ouvindo.

a) Qual precisa ser a velocidade do carro para que o dono escute o apito a 20kHz
(se ele estiver funcionando) ?
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f = 30kHz
f' = 20kHz
v = 343m/s

pofd Vv ESinal superior : aproximando —se
Fv. ] 0O sinal inferior : afastando - se

Como desejamos detectar uma frequéncia ' menor que aquela emitida, deve-
mos escolher a situacéo tal que:

ik
+V,

ou seja, 0 amigo no carro deve adotar uma direcéo tal que se afaste do dono do
céo. Desse modo temos que:

v, = vgf_—.f% 171,6m/s = 617km/h

Refaca para uma frequéncia do apito igual a 22kHz, em vez de 30kHz .
Se a frequéncia do apito for mudada para f=22kHz , teremos:

Ve = 34,3m/s = 123, 48km/h
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19. Temperatura, Calor e Primeira Lei da Termodinamica

Temperatura

O tato constitui uma das maneiras mais simples de fazer uma distincdo entre cor-
pos quentes e frios. Mas essa maneira de avaliacdo € bastante imprecisa, e além do mais
podera causar dificuldades se as temperaturas dos corpos estiverem muito proximas. Se
construirmos uma experiéncia com trés recipientes contendo agua, onde um deles esta a
temperatura ambiente, o segundo a uma temperatura acima da ambiente e o terceiro a
uma temperatura abaixo da ambiente. Vamos mergulhar uma das maos no recipiente com
agua a uma temperatura acima da ambiente e a outra mao no recipiente com agua a uma
temperatura abaixo da ambiente, e permanecer pouco mais de um minuto nessa situacao.
Ao mergulhar as duas maos no recipiente a temperatura ambiente iremos ter a sensacao
estranha onde uma mao manda a informacdo que a agua esta numa certa temperatura
enquanto a outra médo manda uma informacdo de uma temperatura diferente. A mao que
estava no recipiente com agua mais fria sente a 4gua mais quente, e a mao que estava
no recipiente com agua mais quente sente a agua mais fria.

Felizmente existem substancias que nos ddo uma medida da temperatura de ou-
tros corpos e a relacéo entre elas. Sdo chamadas de substancias termomeétricas.

A temperatura é uma medida da agitacdo das particulas que compdes um certo
material. Se considerarmos as moléculas um gas, quanto maior a sua temperatura mais
energia cinética terdo essas moléculas.

Equilibrio térmico
Dois corpos em contato fisico, estdo em equilibrio térmico quando param de trocar

energia, quando o fluxo liqguido de energia entre eles é nulo. Quando isso acontece, a
temperatura dos dois corpos € a mesma.

Lei Zero da Termodinamica

Se dois corpos A e B estdo em equilibrio térmico com um terceiro corpo C (0
termbmetro) , eles também estardo em equilibrio térmico entre si.

Medindo a Temperatura

Existem varias grandezas que variam as suas caracteristicas quando varia a nossa
percepcao fisiolégica de temperatura. Entre essas grandezas estéao:
- 0 volume de um liquido,
- 0 comprimento de uma barra
- aresisténcia elétrica de um material
- 0 volume de um gas mantido a pressao constante

Qualquer dessas pode ser usada para construir um termémetro, isto é: estabelecer
uma determinada escala termométrica. Uma tal escala termométrica é estabelecida pela
escolha de uma determinada substancia termométrica e também uma propriedade ter-
momeétrica desta substancia.
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Deve-se entender que a cada escolha de uma substancia, da sua respectiva proprie-
dade termomeétrica, e da relagdo admitida entre essa propriedade e a temperatura, conduz
a uma escala termométrica especifica. As medidas obtidas nesta escala ndo devem coin-
cidir necessariamente com as medidas realizadas em outra escala termométrica definida
de forma independente. Justamente por essa liberdade na constru¢cdo de uma escala ter-
mométrica, historicamente apareceram diversas escalas com leituras completamente dife-
rentes de temperaturas.

Esse caos foi removido utilizando como padrdo uma dada substancia termométrica, e
a dependéncia funcional entre a propriedade termométrica dessa substancia e a tempe-
ratura T . Como exemplo, consideremos que exista uma relagéo linear entre uma proprie-
dade termométrica X e atemperatura, de modo que:

T(X)=aX+b . |

onde X é o comprimento da uma coluna de < >

mercurio em um termémetroe a e b séo X

constantes a serem determindas.

Analisando essa relagéo para duas temperaturas diferentes T; e T, , encontramos que:

0 _T(X;)-T(X,)
EIT(X) ax, +b B TN oX,
O O
H(X )=aX, +b %): X,T (X)) = XT(X,)
X, =X,

usando os valores das constantes, temos que:

EI'(X) T(x%( X, T (X,) - X,T(X, )D

T(X)=
D X, =Xy O D X, =X, D
ou ainda:
OX =X,
T(X)= W%(X )+WEHX )
e finalmente

3 X=X, _
T(X)—TO&MET _xlgﬂxz) T(X,)
A escala Celsius

Para calibrar este termGmetro na escala Celsius vamos considerar que as tempe-
raturas T(X1)=0°C e T(X,)=100°C s&o respectivamente o ponto de vapor e o ponto do
gelo, e que X; e X, sao os respectivos comprimentos da coluna de mercurio. Desse
modo, encontramos que:

T (X) = o2 __X; %100%:)
0
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Isso equivale a dividir a escala entre Xo e Xio0o €m cem partes iguais, cada subdivisdo
correspondendo a 1°C , ou seja equivale a dizer que a dilatacdo da coluna de mercurio é
linear com T(X).

A escala Fahrenheit

A escala Fahrenheit € usada nos Estados Unidos e Inglaterra. Para calibrar este
termémetro na escala Celsius vamos considerar que as temperaturas T(X1)=32°C e
T(X2)=212°C s&o respectivamente o ponto de vapor e o ponto do gelo, e que X; e Xz
sao 0s respectivos comprimentos da coluna de mercurio. Desse modo, encontramos que:

0X-X
T.(X) = 32°F + 2 180°F)
212~ X2 [

Relacéo entre as escalas Celsius e Fahrenheit

Se considerarmos dois termdmetros de mesmo formato, feitos do mesmo material
e calibrados nestas escalas, podemos dizer que quando estiverem medindo a mesma si-
tuacdo, a coluna terd um tamanho X, e portanto:

T -32°F _ To X =Xgw
180°F 100°C  Xyapor ~ Xgebo
ou seja:
T =32+ BQHFC
b0
ou ainda:

T, = %@TF -32)

A escala Kelvin

Se considerarmos o comportamento de um gas de N moléculas, constata-se expe-
rimentalmente que para uma dada temperatura:

ﬂ = const

onde p é a pressao do gas e V € o volume ocupado por ele. Esta é a equagdo dos ga-
ses ideais € comprova-se que ela é valida sempre que a densidade N/V for pequena. A
escala de temperaturas Kelvin € definida de modo que a relacédo entre a constante e a
temperatura seja de proporcionalidade. Em outras palavras, a escala Kelvin é tal que:

onde kg € a constante de Boltzmann. Usando o raciocinio anterior, relembramos que a
substancia termométrica nesse caso € um gas e a propriedade termométrica € a pressao
desse gés a volume constante. Temos entdo que:
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T(X,)0
G~ X
0 N0 O

T(X)=aXx O T(X)s=

Considerando o ponto triplo da agua, escolhemos a temperatura de calibracdo na

escala Kelvin.
T = %73,16K %)
P

Uma vez calibrada a escala obtemos o valor de kg = 1,38x10%3J/K . A correspon-
déncia entre as escalas Celsius e Kelvin é tal que:

0°C = 273,16K
100°C = 373,15K

ou seja:
Tk =Tc+ 273,16

Dilatacdo térmica
Quando aumentamos a temperatura de um sdlido ele se dilata. A dilatacdo térmica
desse solido esta associada ao aumento da distancia entre 0os atomos vizinhos que o
compde. Poderiamos dizer que a forca de interagdo elétrica entre esses atomos ja ndo €
suficiente para manté-los tdo préximos um dos outros devido a agitacdo térmica oriunda
do aumento da temperatura.
Consideremos que em uma temperatu-

ra inicial T, um solido tenha um compri- Lo AL
mento Lo . Se aumentarmos a temperatura <
de AT, esse sdélido aumentara o seu com-

primento de AL . Para uma dada variagédo L

de temperatura podemos entender que a
a dilatacdo do sélido AL sera proporcional ao seu comprimento inicial Lo . Para uma va-
riacdo de temperatura suficientemente pequena, podemos ainda inferir que a dilatacéo do
sélido AL também sera proporcional ao aumento da temperatura AT . Desse modo, po-
demos resumir, como:

AL =a Lo AT
onde a constante de proporcionalidade a € chamada de coeficiente de dilatacéo linear
do material considerado. Como

AL=L-Lo
L=Lo(1+ adAT)
Para muitos solidos os coeficientes de dilata- A

cdo é o mesmo nas suas diversas dimensdes. Dize- Loz |
mos que eles tém uma dilatacdo isotropica. Vamos
considerar que uma chapa plana tenha dimensdes Lo v
e Loo para uma dada temperatura inicial. Quando va-
riamos a temperatura de AT as dimensfes se alteram
para L; e L, conforme a figura ao lado. Consideran-

do que os coeficiente de dilatacdo sdo os mesmos nas ‘
duas dimensdes, teremos que: L1
Li=Loi (1+ aAT) v

L2:L02(1+ CYAT)
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As areas inicial e final podem ser definidas como:

Ao = Lo1 Loz
e
A= |_1 L2
A=[Loa (1+ aAT)][Lo2(1+ aAT)]
ou seja:

A=Ao[1+2aAT+(aAT)?]

A aproximacédo da dilatacao térmica AL = a Lo AT é véalida apenas igualmente para
todos os materiais apenas em circunstancias restritas, ou seja quando a AT <<1, e des-
se modo podemos afirmar que:

a AT >>(a AT)?
ou seja:
A=Ag[1+2aAT]

Quando lidamos com dilatagdo volumétrica de solidos, podemos usar um raciocinio
similar e encontrar que:

V=Vo[1+3aAT]

Em solidos isotrépicos o coeficiente de dilatagdo superficial € definido como y=2a
e o coeficiente de dilatacdo volumétrica é definido como 3= 3a .

Calor

No final do século XVIII, existiam duas hip6teses alternativas sobre o calor. A hi-
potese mais aceita considerava o calor como uma substancia fluida indestrutivel que
“preencheria os poros” dos corpos e escoaria de um corpo mais quente a um mais frio.
Lavoisier chamou esta substancia hipotética de “cal6rico”. A implicacdo era que o calor
pode ser transferido de um corpo a outro, mas a quantidade total de “calérico” se conser-
varia, ou seja, existiria uma lei de conservacéao de calor.

A hipotese rival, endossada entre outros por Francis Bacon e Robert Hooke, foi as-
sim expressa por Newton em 1704: “O calor consiste num mindsculo movimento de vibra-
¢do das particulas dos corpos”.

A principal dificuldade estava na “lei de conservacéo do calorico”, pois a quantidade
de calérico que podia ser “espremida para fora” de um corpo por atrito era ilimitada. Com
efeito, em 1798, Rumford escreveu: “Foi por acaso que me vi levado a realizar as experi-
éncias que vou relatar agora...Estando ocupado ultimamente em supervisionar a perfura-
¢cao de canhdes nas oficinas do arsenal militar de Munique, chamou-me a atencéo o ele-
vado grau de aquecimento de um canhdo de bronze, atingido em tempos muito curtos,
durante o processo de perfuragéo...A fonte de calor gerado por atrito nestas experiéncias
parece ser inesgotavel ... e me parece extremamente dificil de conceber qualquer coisa
capaz de ser produzida ou transmitida da forma como o calor o era nestas experiéncias,
exceto o MOVIMENTO.

Rumford foi levado a endossar a teoria alternativa de que “...o calor ndo passa de
um movimento vibratério que tem lugar entre as particulas do corpo”.

H. Moysés Nussenzveig

Curso de Fisica Basica — Vol2 — 4%, edicéo
Editora Edgard Bllucher Ltda.

Séo Paulo - 2002
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Um olhar mais de perto no Calor e Trabalho

Calor Q é energia em transito de um corpo para outro devido a diferenca de tem-
peratura entre eles.

Trabalho W ¢é a energia que é transferida de um sistema para outro de tal modo
gue a diferenca de temperaturas nao esteja envolvida.

As grandezas Q e W néo séo caracteristicas do estado de equilibrio do sistema,
mas sim dos processos termodinamicos pelos quais o0 sistema passa quando vai de um
estado de equilibrio para outro. Desse modo, se um sistema vai de um estado de equili-
brio inicial para um outro estado de equilibrio final, por dois caminhos diversos, para cada
caminho ele tera um valor de Q e W especifico.

Q e W sao definidos como:

Q = calor transferido para o sistema
W = trabalho realizado pelo sistema

De modo geral, nGs separamos uma certa quantidade de material que desejamos
analisar. A esse material chamamos de sistema, que pode estar isolado (ou ndo) da sua
vizinhanca. A interacdo com a vizinhancga pode ser de varios tipos: trocando calor, trocan-
do trabalho, ou ambos os casos simultaneamente.

Um sistema sofre transformacdes que o levardo de um estado de equilibrio inicial a
um estado final, através de diversos estados intermediarios. O caminho entre os estados
inicial e final, através dos estados intermediarios se da por causa da interacdo do sistema
com a sua vizinhanca.

Para exemplificar, calculemos o tra-
balho feito por um sistema formado por um
gas isolado no interior de um pistdo, cujo
émbolo pode movimentar-se livremente sem
atrito. Considere que inicialmente o é&mbolo
estava preso e continha um volume V; ,
ap6s ser solto ele moveu-se e 0 volume
passou a ser Vi, quando entdo ele tornoua Vi,
ser preso. O émbolo subiu como conse-
guéncia da pressdo p exercida pelo gas. O
trabalho elementar feito por esse sistema é
definido como:

dW =F dx =p Adx
ou seja: quando o émbolo moveu-se de dx , sob a acdo de uma pressao interna p, 0
sistema executou um trabalho dw . A area do émbolo é A , dai a variacdo de volume
associada a dx éiguala dV = A dx, e portanto:

dW =p dVv
O trabalho total executado pelo siste- P A
ma entre os estados inicial e final, & definido
como:
Pi i

W :j'pdv

|
e considerando a definicdo de integral, te-
mos que esse trabalho sera a area abaixo
da curva gue vai do estado inicial até o es-

tado final. \V/ Vf >\
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Como ja tinhamos antecipado o valor do trabalho associado a mudanca de estado
do sistema néao é unico. Quando o sistema for do estado inicial até o final através do esta-
do dos percursos ia e af o trabalho associado a esse percurso sera diferente daquele
considerado inicialmente.

A absorcao de Calor

Quando uma certa quantidade de calor € transmitida para um corpo, na maioria dos
casos a sua temperatura cresce. A quantidade de calor necessaria para aumentar de um
certo valor a temperatura de uma substancia, depende da quantidade dessa substancia, e
varia de acordo com a substancia. Se foi necessario 3min para ferver 1llitro de agua
numa certa chama, serdo necessarios 6min para ferver 2litros de agua na mesma cha-
ma. Se no entanto formos aquecer 1llitro azeite na mesma chama, serad necessario um
tempo maior que 3min.

A propriedade fisica que define a quantidade de calor Q necessaria para aguecer
determinado material de AT é chamada capacidade térmica, e € definida como:

Q=C.AT

Desse modo poderemos calcular a capacidade térmica de 1llitro de agua, de
2litros de 4gua, de llitro azeite e etc. A capacidade térmica é uma caracteristica de uma
amostra de determinada substancia. Outra amostra diferente dessa mesma substancia
tera uma capacidade térmica diferente.

Fica claro que séo limitadas as vantagens dessa propriedade fisica, a capacidade
térmica. Mas a partir dela, definiu-se uma outra propriedade chamada calor especifico ¢,
gue é uma caracteristica de cada substancia.

A propriedade fisica que define a quantidade de calor Q necessaria para aguecer
de AT uma massa m de determinado material € chamada calor especifico, e é definida
como:

Q=m.c.AT

Como foi mencionado, calor é uma forma de energia e portanto a unidade de calor
€ a mesma de energia. Mas por razdes historicas, ainda se usa como unidade de calor a
caloria ou cal, que se define como a quantidade de calor necessaria para aquecer 1g
de 4gua de 14,5°C até 15,5°C. Desse modo, a unidade do calor especifico seré cal/g.°C.

Como foi mencionado, uma substancia altera a sua temperatura quando ela troca
calor com a sua vizinhanca. No entanto, existem algumas situacdes onde n&do acontece
exatamente desse modo; um corpo pode absorver certa quantidade de calor e no entanto
manter-se com a sua temperatura constante. Quando isso acontece, diz-se que 0 corpo
passou por uma mudanca de fase. Existe um exemplo corriqueiro: uma pedra de gelo
numa temperatura de 0°C é retirada do congelado e colocada dentro de um copo na
temperatura ambiente de 30°C . Esse material ird absorver calor da sua vizinhanca e
paulatinamente transformar-se-a em agua a uma temperatura de 0°C.

A propriedade fisica que define a quantidade de calor Q necesséria para uma mu-
danca de fase de uma massa m de determinada substancia € chamada calor latente, e é
definida como:

Q=mL

Quando estamos considerando a mudanca do estado sélido para o estado liquido,
chamamos de calor latente de fusédo Lg, e quando estamos considerando a mudanca do

Cap 19 www. fisica.ufpb.br/~romero 8



Prof. Romero Tavares da Silva
estado liquido para o estado gasoso, chamamos de calor latente de vaporizacdo Ly . A
unidade do calor latente € call/g .

Primeira Lei da Termodinamica

Quando um sistema termodinamico
vai de um estado inicial i para um estado pA
final f, ele pode fazer este “caminho” atra-
vés de varios “percursos”. Na figura ao lado
estdo ilustrados dois “percursos” ; direta- pi
mente ao longo da curva - (1) ou ao pas-
sando pelo estado a — (2) . em cada per-

curso o trabalho executado pelo sistema Ps a —f

tem um resultado diferente. Por outro lado,

a troca do o sistema com a sua vizinhanca ; >
também é diferente em cada um dos dois Vi Vi \Y

percursos.

Define-se uma grandeza, chamada energia interna E , caracterizada pelos diversos
tipos de energia possiveis de existir em uma substancia quando ela esta em determinado
estado.

Se tivéssemos um gas diatdmico, a energia interna desse gas em determinado es-
tado teria uma parte associada ao seu movimento (energia cinética de translacao), outra
parte associada a rotacdo de um atomo em torno do outro (energia cinética de rotagao),
outra parte associada a oscilacdo de um atomo em relacdo ao outro (energia potencial
elastica), e outros tipos de energia, de acordo com o modelo usado para descrever a mo-
lécula e 0 gas a que ela pertence.

No caso, mais simples, de um gas ideal monoatémico, a energia interna depende
apenas do movimento dos atomos.

A diferenca de energia interna entre os estados inicial e final AE; = Ef - E; € uma
grandeza de grande importancia na termodinamica, porque independente do percurso
usado para ir de um estado para o outro, teremos sempre que:

AEint = QiF — Wik = Qiar — Wiar
onde podemos definir a Primeira Lei da Termodinamica como:
AER=Q-W
A diferenca entre a quantidade de calor Q e o trabalho envolvidos em um percurso

entre os estados inicial e final, depende apenas dos estados, e fornece 0 mesmo valor
independente do percurso escolhido.

Alguns casos especificos da Primeira Lei da Termodinamica

Processos adiabaticos

E um processo em que n&o existe troca de calor entre o sistema e a sua vizinhan-
¢ca, ou seja: o sistema esta muito bem isolado termicamente. Na Natureza existem pro-
cessos que podemos aproximar como adiabaticos. Sdo aqueles que ocorrem tao
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rapidamente que o sistema chega ao seu estado final antes que possa trocar calos com a
vizinhanca. Num processo adiabatico, Q = 0 e de acordo com a Primeira Lei da Termodi-
namica:

AEj = -W

Processos a volume constante

S&d0 0s chamados processos isométri-
cos. Usando a definicdo de trabalho execu- pA
tado pelo sistema entre os estados inicial e
final, encontramos que:

f pi |
W, = IpdV =0
porque ndo aconteceu variacdo de volume. Dr f
Através da Primeira Lei da Termodinamica
encontramos que:
Vi = Vf >V

AEn = Q

Processos ciclicos

Num processo ciclico o sistema passa por vérias transformagfes, mas ao final do
processo ele retorna ao estado inicial. Desse modo, temos que E, = Ef e portanto ndo
existe variagao de energia interna, logo:

Q=W

Mecanismos de transferéncia de Calor

A transferéncia de calor de um ponto a outro de um meio se da através de trés pro-
cessos diferentes: conveccéo, radiacdo e conducéo.

A conveccgéo ocorre tipicamente num fluido, e se caracteriza pelo fato de que o ca-
lor é transferido pelo movimento do proprio fluido, que constitui uma corrente de convec-
¢do. Um fluido aquecido localmente em geral diminui de densidade e por conseguinte
tende a subir sob o efeito gravitacional, sendo substituido por um fluido mais frio, o que
gera naturalmente correntes de conveccao. O borbulhar da 4gua fervente em uma panela
€ o resultado de correntes de convecgao.

A radiacédo transfere calor de um ponto a outro através da radiacdo eletromagnéti-
ca. A radiacao térmica é emitida de um corpo aquecido e ao ser absorvida por outro corpo
pode aquecé-lo, convertendo-se em calor. O aquecimento solar € uma forma de aprovei-
tamento da radiacdo solar para a producédo de calor. Um ferro em brasa emite radiacéo
térmica e aquece a regido que o rodeia.

A conducdao de calor s6 pode acontecer através de um meio material, sem que haja
movimento do proprio meio. Ocorre tanto em fluidos quanto em meios sélidos sob o efeito
de diferencas de temperatura.

H. Moysés Nussenzveig

Curso de Fisica Basica — Vol2 — 4% edicédo
Editora Edgard Bllucher Ltda.

Sao Paulo — 2002
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Quando colocamos uma panela com agua no fogo, ele comeca a aquecer a agua.
Esse processo inicial de aquecimento se da por conducao de calor, e a parte na superficie
da agua vai sendo aquecida paulatinamente. No entanto a taxa de aquecimento da agua
no fundo da panela é maior do que a taxa de aquecimento da agua na superficie. A agua
entre o fundo e a superficie ndo da conta da conducéo do calor que € comunicado através
do fogo. Comecam a se formar no fundo bolsdes de agua mais quentes que a vizinhanca,
e esses bolsbes comecam a subir para a superficie. Nesse instante a convecgao passa a
ser o0 processo principal de condugao de calor na panela. E isso acontece por causa da
incapacidade da agua conduzir calor de maneira adequada nesta panela sobre o fogo.

Conducéo

Consideremos dois reservatérios ter-
micos que estdo a temperaturas diferentes
Tg e Tr, tais que Tg > Tr . Estes dois reser-
vatorios serdao conectados por uma placa de
area transversal A e comprimento L ,
conforme mostra a figura ao lado. Vamos
supor que a placa esta isolada das vizi-
nhancas, de modo que através dela passa
apenas o fluxo de calor entre os reservat6-
rios. Intuitivamente pode-se perceber que a
taxa de transferéncia de calor dQ/dt que
flui através da placa é proporcional a sua Reservatorio quente Reservatorio frio
area e a diferenca de temperatura entre os To TF
reservatorios de calor, e inversamente pro- To>Tk
porcional ao seu comprimento. Ou seja:

dQ _ kATQ -T;
dt L

onde a constante de proporcionalidade k é conhecida como condutividade térmica da
barra. Se considerarmos uma placa de comprimento Ax , que una dois reservatoérios que
tém uma diferenca de temperatura AT , encontraremos que:

daQ _ a T

dt AX

onde o sinal negativo exprime o fato que o calor flui de temperaturas mais quentes para
temperaturas mais frias. Quando tivermos Ax - 0, encontraremos que:

dQ _ 0T

dt dx

No estado estacionario, a temperatura na barra ndo depende mais do tempo t, e o
fluxo de calor € o mesmo em qualquer parte da barra. Desse modo dQ/dt é uma cons-
tante, e a equagao anterior toma a forma:

dT P P
P=-kA— [0 dT =—-—dx O T -Ty=——IX =X
dx KA Foe kA( F Q)
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ou seja:

logo:

T, -T
p=9Q _yalT _yple"TF

dt L L

e desse modo poderemos calcular o fluxo
de calor através da placa. Se quisermos
saber como varia a temperatura ao longo da
barra, podemos usar que:

dT=—£dx O T(x)=—ix+TQ
KA KA

T(x)= E‘; ETQ %( +T,

Conducdo através de uma parede composta
Consideremos dois reservatorios térmi-
cos que estédo a temperaturas diferentes Tq
e T, tais que T > T . Estes dois reservato-
rios serdo conectados por duas placas de
mesma area transversal A ; comprimentos
L, e L, e condutividades térmicas ki e k;
respectivamente , conforme mostra a figura
ao lado.
Encontre a temperatura na juncao
das placas o fluxo de calor através delas.

O fluxo de calor que sair da fonte
guente e atravessar a primeira placa, sera o
mesmo que ir4 atravessar a segunda placa
e chegar até a fonte fria. Portanto o fluxo P;
gue atravessa a primeira placa é igual ao
fluxo P, que atravessa a segunda placa

dQ _dQ, _dQ,
dt dt dt
Mas
P = d_Q = —kAd_T
dt dx

BPl = —klAd—T O
0 dx
O
532 = —kZAd—T O
N dx

P
To Tk
A
T
To
Tr
|
L X
%

Reservatério quente Reservatério frio

To Tk
TQ >Tk
Tr
>
Lo Li+L, X
T, -T
P, =kA——=
2
T, =T
P, =k,A-X _F

1
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No entanto

ou seja:
Tx(L2k1+lez):TQlez‘l‘TFszl

I_l|_2 EQ kiz +TF kl%
P P L, L,

T Lk, + Lk, , Kk,
LL, % + E
2 Ll

T - 2 1
" LENLSY
I-2 Ll
Por outro lado:
dQ _dQ, _dq,
dt dt dt
ou seja:
k k O
%TQ 2 +Te AH U
dQ kA _ KA~ L, L0+
I (Tx TF) 0] Te
t L L 08k, Ky S
% Lz L1 ﬁ U
e finalmente:
dQ _ AT, -T¢)
it L, L
k2 kl
Radiacao

A taxa P com que um objeto emite radiacdo depende da area A da superficie
deste objeto e da temperatura T dessa area em Kelvins, e é dada por:

P=0ceAT
Nesta equacdo o = 5,67x10°W/m?K* é chamada a constante de Stefan-Boltzmann. E a

grandeza € é a emissividade da superficie do objeto que vale entre 0 e 1 dependendo
da composicdo da superficie.
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

03

. N&o ha nenhuma diferenca de presséo

. A diferenca de pressdo é de 120Torr

Um certo termdmetro a gas é construido com dois bulbos contendo gas, cada um dos
quais é colocado em banho-maria, como mostrado na figura a seguir. A diferenca de
pressao entre os dois bulbos € medida por um manémetro de mercurio como mostra-
do. Reservatérios apropriados, ndo mostrados no diagrama, mantém o volume de
gas constante nos dois bulbos.

gquando as duas cubas estdo no ponto
triplice da agua.

guando uma das cubas est4d no ponto
triplice e a outra esta no ponto de ebuli-
cdo da agua.

Ela vale 90Torr quando uma das cubas
estd no ponto triplice da 4gua e a outra
estd a uma temperatura desconhecida a
ser medida.

Qual a temperatura a ser medida?

1Torr = ImmHg

. Esse termdmetro serd construido considerando-se que um dos bulbos estara na

temperatura do ponto triplo e 0 outro numa temperatura desconhecida, a ser medida.
A diferenca de pressdo Ap ¢é a propriedade termométrica a ser usada neste termo-
metro, logo:
T=adp+b
Quando o segundo bulbo também estiver na temperatura do ponto triplo, teremos
que:
Trr=a.0+b 0 b=Ty

. Quando o segundo bulbo estiver no ponto de ebulicdo, teremos que:

Tep=a.p1+b ; p. = 120Torr
a:TEb_b 0 a:TEb _TTr
P, P,

ou seja:

T - Eb _TTr %p +T-|—r
Py

Para a temperatura desconhecida teremos que:

T=a.p2+b : p2 = 90Torr
ou seja:
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T = Eb p_TTr %)2 +TT,»
1

T = (37316K - 27316K )21 4 57316
120Torr

T =348,16K

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

05 |A que temperatura os seguintes pares de escala possuem a mesma leitura, se isto
acontecer:

a) Fahrenheit e Celsius.

A relacéo entre estas escalas é:

Te = %@TF _32)
e portanto teremos mesma leitura Ty quando:

T, = %@TO -32)

To= - 40°C = - 40°F

ou seja:

b) Fahrenheit e Kelvin.

Temos que

Te = %@TF _32)
e

Tk =Tc + 273,16
ou seja:

T, =27316 + ES—@TF -32)
[®
e portanto teremos mesma leitura To quando:
T, = 27316 + %@TO -32)

ou seja:
To = 574,61°F = 574,61K
c) Celsius e Kelvin
A relacéo entre estas escalas é:
Tk =Tc + 273,16

e como é uma relagdo aditiva, ndo existe a possibilidade de termos as mesmas
leituras nas duas escalas.
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Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

07

Observa-se no dia-a-dia que objetos quentes e frios se esfriam o aquecem até a
temperatura do ambiente ao seu redor. Se a diferenca de temperatura AT ente um
objeto e o seu ambiente (AT = Top; — Tamp ) N&0O for muito grande, a taxa de resfria-
mento ou de aquecimento de um objeto é proporcional, aproximadamente, a essa
diferenca de temperatura; ou seja:

—d(dAtT) =-A(aT)

onde A é constante. O sinal negativo aparece porque AT diminui com o tempo se
AT for positivo e aumenta com o tempo se AT for negativo. Essa equagdo é conhe-
cida como a Lei de resfriamento de Newton.

a) De que fatores depende A ? Qual € a sua unidade?

A depende principalmente da condutividade térmica do objeto. O lado esquerdo
da equacao tem unidades de temperatura sobre tempo, e desse modo, a unidade
de A éoinverso de tempo: st .

b) Se em algum instante t =0 a diferenca de temperatura for ATy, mostre que em
um instante posterior ela sera
AT = ATpe A

Da equacgéo diferencial, encontramos que:

daT) _ g
AT

e quando integramos:
In(AT) = -At +c,
ou seja
AT(t)=e%e™ =c,e™

Considerando as condi¢des iniciais:

AT(0) =c, = AT,
chegamos a:
AT = AToe A

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

09

Suponha que em uma escala linear de temperatura X , a 4gua ferva a -53,5°X e se
congele a -170°X . Qual a temperatura de 340K na escala X ?

Vamos supor que a relacéo entre a escala X e a escala Kelvin seja linear, ou seja:

X(Ky=a.K+Db
e ainda temos que:
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X K
T. -53,5°X 373,16K
T, -170,0°X 273,16K
Desse modo:
Xi=aKi;+b
Xo=aKsy+b
logo:
X,-X, -535-170,0

X,-X,=alK,-K,) O a=- =
1= Xz =alk, -K;) K,-K, 37316-27316

ou seja:
a=1,165 °X/K
E ainda:
b = X; — a Ky = - 488,045°X
Portanto:

X(K) =1,165 . K — 488,045
Quando a temperatura To = 340K , usando essa relacdo anterior, encontramos

To = - 91,945

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

16 | A area S de uma placa retangular é ab .O seu coeficiente de expanséo linear é a .

ApOs um aumento de temperatura AT , o lado a aumenta de Aa e olado b au-

menta de Ab . Mostre que se a pequena quantidade (4da Ab)/ab for desprezada,
entdo AS=2a S AT.

Aa=aaAdT
e a Aa
Ab = ab AT <+ e
S=ab b

S+ A4S =(a+4a)(b+4b)

Ab

>

S+AS=ab+adb+bda+Aadb

S+AS=ab+2abaAT +ab (a AT)?
Considerando que:

2 a AT >>(a AT)?
teremos

AS=2aS AT

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

18 |A 20°C , uma haste mede exatamente 20,05cm de comprimento em uma régua de

aco. Tanto a haste quanto a régua sédo colocadas em um forno a 270°C , onde a
haste passa a medir 20,11cm na mesma régua.

Qual o coeficiente de expanséao térmica para o material do qual é feita a haste?
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Ti=20°C Lo = 20,05cm < Lo >
Ty = 270°C L’ =20,11cm
AT = 250°C aa = 11x10° °c* T |
| 1 1 1 |
Se tivéssemos duas réguas idénticas de aco,
uma a uma temperatura de 20°C e aoutra a < lo >
uma temperatura de 270°C , graduadas em
cm , teriamos que lp a 20°C e | a 270°C < >
se relacionam da seguinte maneira: L
[,
|=1,1+a,AT) O - =1+a,AT =100275 | — l l
. < >

ou seja: a gradacéo dilatou-se de 0,275% e consequentemente as medidas efetua-
das deverdo ser alteradas desta fracdo. A gradacdo da régua sofreu uma variacao
percentual igual a variacdo percentual da régua como um todo. Desse modo, deveri-
amos fazer uma corre¢cdo na medida L’ realizada pela régua dilatada:

L= E'»%z (100275).(2011) O L =20,165cm
0

O comprimento da haste dilatada L , medido pela régua nao dilatada ( a 20°C )
forneceria o resultado Lo :

Como queremos saber o0 quanto a haste se dilatou, devemos fazer as medidas
antes e depois da dilatagdo com um instrumento que nao se dilatou. Devemos usar L
como sendo o comprimento da haste medido por uma régua que nao sofreu dilata-
¢éo, logo:

L=L,1+a,AT) O a,=

ou seja:
an = 23x10° °C?t

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

21 | Mostre que quando a temperatura de um liquido em um bardmetro varia de AT e a
pressao é constante, a altura h do liquido varia de 4Ah = Bh AT onde [ é o coefici-
ente de expansao volumétrica deste liquido. Despreze a expanséao do tubo de vidro.

Vamos considerar que o liquido se expande de acordo - -
com a equagao:
V=Vo(1+BAT) A Ah

Mas como o tubo de vidro do bardmetro tem uma dila-
tacao desprezivel, o liquido s6 podera expandir-se ao
longo do comprimento do tubo, que estd vazio. Desse
modo, temos que:

V():A()ho e V:th

Cap 19 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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ou seja:

V—Vo:(h—ho)A():AhAo

Mas por outro lado:

V—Vo:VQﬁAT:ﬁhQAQAT

Portanto:

4h = ho BAT

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

22 | Quando a temperatura de uma moeda de cobre é elevada de 100°C o seu diametro

a)

b)

Cap 19

aumenta de 0,18% . Calcule com dois algarismos significativos:

AT =100°C
A4 -018% 0 F9H=00018
do do
logo
d=d,[L+aaT) O d-do _2d _ a7 00018
do do

O aumento percentual da area de uma face.

A=A1+)AT) O

AR _ % = AT = 20AT =0,0036
0

Ao

E%%) =0,36%
AO

O aumento percentual da espessura.

logo:

a . aAT =0,0018

0

LA
E/o =018%
_LO

O aumento percentual do volume.

logo:

[]

AV _ BAT = 30AT = 00054

VO
v E/o =0,54%
VO

www. fisica.ufpb.br/~romero 19
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d) O aumento percentual da massa da moeda.
A massa obviamente ndo se modifica quando aumenta a temperatura.

e) O coeficiente de expanséo linear da moeda.

>

d-do _Ad _ a7 = 0,0018

d=d,1+aAT) O T d

logo:

a= Ad =18x107° °c™
d AT

0

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

23

Um relégio de péndulo com um péndulo feito de latdo € projetado para medir com
precisdo o tempo a 20°C . Se o relégio operar a 0°C , qual a intensidade de seu
erro, em segundos por hora? O relégio adianta ou atrasa?

=20°C a.=0,7x10°%°c?
Ti=0°C |
AT = -20°C T=2m 9

O periodo do péndulo T vai se alterar da seguinte maneira:

211 |—
@

Como o tempo esfria, a haste do péndulo se contrai diminuindo o seu tama-
nho, e portanto diminuindo o seu tempo correspondente ao seu periodo, ou seja : T' <
T. Desse modo, 0 mesmo intervalo de tempo passa a ter mais periodos que antes.
Como o tempo é medido nesse tipo de reldégio em relacdo ao niumero de periodos o
reldgio ira adiantar. Se inicialmente em 10s temos 10 periodos, depois do esfria-
mento teremos mais periodos neste intervalo de tempo, e o reldgio ird indicar um in-
tervalo de tempo maior que os 10s iniciais.

Imaginemos a medicdo de um certo a medicdo de um certo intervalo de tem-
po t que corresponde a um certo niumero n de periodos T . Temos entdo que:

% F_ '(“‘T AT) _ 1+a, AT =0,999997

ou seja:
T=Tyl+a AT

Para calcular qual intervalo de tempo t' serd medido quando a temperatura
variar, devemos multiplicar o nimero de periodos n pelo valor do novo periodo T .
Ou segja:
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t—nT—tHI;H U At—t—t—tEl. TE t T@

OoT

At =t 1+a AT =7x10"°t

t - intervalo At - atraso
1 hora 0,0252s
1 dia 0,6048s
1 més 18,144s

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

25

Como resultado de uma elevacédo de temperatura de 32°C , uma barra com uma fis-
sura no seu centro empena para cima. Se a distancia fixa Lo for 3,77m e o coefici-
ente de expansao linear da barra for 25x10°/°C , determine a elevacdo x do centro
da barra.

AT = 32°C
Lo =3,77m
a =25x10°°c?

Lo
L=Lo(1+aAT)

H:g =H352+x2
RO 020

ou seja:

L
X = ?O (1+aAT )} -1=0,02L, =0,0754m

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker — Edic&o antiga

u32n

Consideremos um termdémetro de mercurio em vidro. Suponhamos que a se¢ao
transversal do capilar seja constante, Ay , € que V, seja o volume do tubo do ter-
moémetro a 0°C . Se o mercurio for exatamente o suficiente para encher o tubo a
0°C , mostre que o comprimento L da coluna de mercurio no capilar, depois de
uma variacao de temperatura AT , seré:

Vo (B -3a)AT

0

ou seja: € proporcional a temperatura; 3 é o coeficiente de dilatacdo volumétrica do
mercurio e a € o coeficiente de dilatacao linear do vidro.

Cap
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Quando a temperatura varia, o volume do tubo es-
férico de vidro varia para Vy e 0 mercurio que 0
preenchia inicialmente, varia para Vu . desse
modo, temos que:
VM:V0(1+BMAT) A
e ‘L
Vv =Vo (1+ By AT)

o)
(

Se existir um aumento de temperatura, 0 mercurio .
transbordara do tubo esférico.
Seja AV o volume de mercurio que transbordara:

AV:VM—VV:V()(l+[3|\/|AT)-Vo(l+ﬁ\/AT):V0([3|\/|-[3\/)AT
Mas
AV =Ap L
logo
AV =V (Bu-Bv) AT = Ao L

Como temos que Bu=pL e By=3 a,teremos:

L :X—Z(B—BG)AT

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker — Edicdo antiga

((33”

Dois tubos verticais contém um liquido e estéo ligados, pelas extremidades inferio-
res, por um tubo capilar horizontal. Um dos tubos verticais encontra-se em um ba-
nho que contém gelo e agua em equilibrio (0°C) e o outro estd em um banho de
agua quente (t°C) . A diferenca entre as alturas nas colunas liquidas nos dois tubos
é Ah;hy é aaltura da colunaa 0°C .

a) Mostrar que esse aparelho,
usado originalmente por Du-
long e Petit em 1816, pode AAh

I

ser utilizado para medir o ver-
dadeiro coeficiente de dilata- 0°C
cdo B de um liquido ( e ndo a
dilatacéo diferencial entre ele ho
e o vidro.
Como os tubos verticais 1 A 4
se comunicam e estdo co- |
nectados por um tubo capilar
horizontal, as suas pressfes nos pontos mais baixos séo iguais, ou seja:

Pr=p2 L po+ pigho=po+ p2g(ho +4h) [T ho(pi-p2) = p24h

E 0 mesmo liquido que preenche os dois tubos e o capilar, e portanto o peso
desse liquido na coluna direita é igual ao peso na coluna esquerda. As colunas
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tém alturas diferentes devido a diferenca de densidade dos liquidos, e as densi-
dades séao diferentes por as temperaturas nas colunas séo diferentes. Como o0s
pesos das colunas sédo iguais, temos que as massas de liquido nas colunas séo
iguais. A densidade € definida como:

©
]
<|z

ou seja:
-V
hO%_ME: MAh O hOM%E: M A_h
1 V2 V2 V1V2 V2

ho (Vz - Vl) = V1 Ah

logo:

As massas das colunas sao iguais, e os volumes séo diferentes devido a dife-
renca de temperatura, logo eles estéo relacionados como:

Vo=V (1+BAT)

onde
AT=t-0°C =t
ou seja:
Vo -V =V Bt
e portanto:
_V,Ah

—v,p 0 g=2"

V, -V, =
2t h, h,t

b) Determine B sabendo-se que quando t = 16°C , tem-se ho=126cm e
Ah=1,5cm .

B=7,4x10"°C?

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker

35

Um pequeno aquecedor elétrico de imersédo é usado para aquecer 100g de agua
para uma xicara de café instantaneo. O aquecedor esta rotulado com “200Watts” , o
qgue significa que ele converte energia elétrica em energia térmica com essa taxa.
Calcule o tempo necessario para levar toda essa agua de 23°C para 100°C , igno-
rando quaisquer perdas.

c = 1cal/g.°C
m = 100g T;=23°C
P = 200W T¢=100°C

Q=m.c.AT=100.1.(100 - 23) = 7.700cal

ou seja:
Q =32.232,2 Joules
Mas
p= Q O t= Q _ 32.233,2Joules - 161.1s
t P 200Watts
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Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

43

Que massa de vapor d’agua a 100°C deve ser misturada com 150g de gelo no seu
poQto de fusdo, em um recipiente isolado termicamente, para produzir agua liquida a
50°C ?

me = 1509 T, =0°C

c = 1cal/g.°C T, =50°C
Le = 79,5callg T3 = 100°C
Lv = 539cal/g

Como todo esse material esté isolado, a quantidade de calor que esse sistema troca
com a vizinhanga é nulo. Se um material que tem calor especifico ¢, com massa M,
varia a sua temperatura de T, até T; ele absorveu de sua vizinhangca uma quanti-
dade de calor Q , dada por

Q:M.C.(Tf—Ti)

Se Q <0 dizemos que ele cedeu calor para a vizinhanca. Por outro lado se uma
massa M de gelo se transforma em agua ela absorveu calor M Lg da vizinhanca, e
se vapor d’'agua de transforma em liquido ele cedeu calor M Ly para a vizinhanca.
Desse modo, temos que:

AQ=0
+mglp+mg.c.(To—=T1))—-mLy+m.c.(T2—T3)=0
Logo
— Mg Le +mGC(TZ _Tl)
Ly +C(Ts _Tz)
ou seja:
m = 32,979

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

46

Uma garrafa térmica isolada contém 130cm® de café quente, a uma temperatura de
80°C . Voceé insere um cubo de gelo de 12g no seu ponto de fusdo para esfriar o
café. De quantos graus o seu café esfriou quando o gelo se derreteu? Trate o café
como se ele fosse agua pura e despreze as transferéncias de energia para o ambi-
ente.

o = 1g/cm?
Mas
Ma = pPa . Va
logo:
Va=130cm® [ ma=130g
Lr = 79,5callg ma = 130g mg = 12¢g

Ta=80°C Te =0°C
Como o sistema esta isolado, temos que

AQ=0
ou seja:
mA.C.(TF—TA)+mG LF+mG-C-(TF_TG):O
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T, = m,CT, +mgCT; —mgl, = 66.52°C
m,Cc +mgcC
Mas
AT = Ta — T = 80°C — 66,52°C
ou seja:

AT =13,48°C

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

49 |Uma amostra de gas se expande de 1m?® para 4m*® enquanto a sua pressao diminui
de 40Pa para 10Pa . Quanto trabalho é realizado pelo gas se a sua pressao varia
com o volume passando por cada uma das trés trajetorias mostradas no diagrama p-
V da figura ao lado?

2
W, =W,, = [pdV 1 A 3
1

Para calcular esta integral deve-
mos saber com a pressdo p varia
com o volume V ao longo da
trajetéria B . Através do grafico

Pressao(Pa)
B
._I'.-...

p l C
constatamos que a curva € uma 0 4 > >
reta, do tipo: 5 . , | .

0 1 2 3 ' 5
p=aV+b Volume{m*3)

onde

a=Pe™P 10740 45 pp

V,-V, 4-1

e

b=pi1—aV [0  b=50Pa
ou seja:

p=-10V +50
e desse modo:
V, V2 4 4
W = [(-10v +50)aV = ~10=-| +50V|;
V, 1
logo:
Wg = 75Joules
Por outro lado:
We = Wis + Wiz = W2 = (10Pa) . (4-1)m®

ou seja:
Wc =+ 30Joules
e também:
Wa = Wiz + W3z = Wa, = (40Pa) . (4-1)m?
ou seja:

W, =+ 120Joules
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Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

50. | Um sistema termodinamico é levado de um estado inicial A para um outro estado B

e de volta ao estado A , passando pelo estado C, como é mostrado pela trajetoria
ABCA no diagrama p-V da figura a seguir.

Q W | AEnT

+ + +

B
- C + 0 +
A

b)

Cap 19

Complete a tabela acima pre-
enchendo-a com + ou -
para o sinal de cada grandeza
termodinamica associada com
cada etapa do ciclo.

a
0 C
o
R
E:ﬂ_ 1
v A B
i

0

0 1 2 3 '

“Wolurme({m®3)

A primeira lei da termodinamica diz que:

A-B

AE=Q-W

Wag = pa (Ve —Va) >0

mas como AEag >0,
B -C
mas como Qgc >0,

C-A

pois envolve uma compressao:

e
ou seja:

e portanto

Como AEca <0 e Wea <0,

concluir que Qca <O0.

Qas >Was >0
WBC =0

AEgc >0

W,, = [pdV 00

O%)

Vc >Va . Por outro lado:

AEpg = Eg—EA >0

AEgc = Ec-Eg >0
Ec—EA>0

AEca =Ea—Ec <0

podemos usar a primeira lei da termodinamica e

Calcule o valor numérico do trabalho realizado pelo sistema para o ciclo ABCA

completo.

O trabalho € a area abaixo da curva no grafico p versus V. Em um ciclo, o
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trabalho W sera a area no interior da curva. Como ja foi explicado Wca <0, e
portanto o trabalho no ciclo sera negativo.

W = %(base).(altura) - %(3 ~1)(40 - 20)m°Pa

W = 20Joules

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

53 |Quando um sistema é levado do estado i para o estado f ao longo da trajetéria iaf
na figura a seguir, Q =50cal e W = 20cal . Ao longo da trajetéria ibf, Q = 36cal .

a) Qual ovalorde W ao longo da trajetéria ibf ?

A
= 50cal
iaf : @3 - 20cal P
= 20ca a > ¢
e . )\
ibf :{Q = 36c¢al
[ > b
Usando a primeira lei da termodinami-
ca, encontramos que: >

AEj = Qjar — Wigr = 30call

Mas, por outro lado
AEit = Qibt — Wins
ou seja:
Wipt = Qipt - AEjt = 6cal

b) Se W =-13cal para a trajetéria de volta fi, qual sera Q para essa trajetoria?

AE; = Ef — E; [0 AEi=E;j—E;=-AEj=- 30cal
logo:
Qri = AEf + Wy = - 43cal

c) Considere E;j= 10cal, qual é o valor de E;?
AEi = Ef — Ej [0 Ef= AE; + E; = 30cal + 10cal = 40cal
d) Considere Ep = 22cal, qual o valor de Q para as trajetorias ib e bf?

AEp=Ep—Ei=22-10= 12cal
AEy=Ei—Ep=40-22 = 18cal
e
Wibt = Wip + Wit
Mas Wy =0, logo
Wip = Wips = 6cal
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Portanto:
Qib = AEjp + Wi, =12 + 6 = 18cal

Quf = AEp; + W = 18 + 0 = 18cal

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

57

Considere a placa mostrada na figura a seguir. Suponha que L =25cm, A = 90cm?
e que o material seja cobre. Se Tg = 125°C , Tr = 10°C e for alcancado o regime
permanente, encontre a taxa de conducao através da placa.

Kcu = 401W/m.K

T, -T
p=9Q _yplo"Tr
dt

125-10

P = 401.(00x10*m?) -
25x10

TQ>T|:

P =1.660,14 Watts

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

60

Quatro pedacos de isolantes feitos de dois materiais diferentes, todos com a mesma
espessura L e area A, estdo disponiveis para cobrir uma abertura de area 2 A .
Isto pode ser feito de duas maneiras mostradas na figura ao lado. Que arranjo (a) ou
(b) , fornece o menor fluxo de energia se k; Zks .
Se tivermos apenas uma placa de condutividade ko
térmica k ; area A; e comprimento L entre du- Kk; ky
as fontes de calor, o fluxo de calor P serd dado K1
por Kz k2

dQ To — Tk

P=—=KkA-2
m C (@) (b)

Se tivermos duas placas entre duas fontes de calor, o fluxo de calor P sera dado por

P=dQ :A(FQ _TF)
dt L2+L

A §
ko Ky
Vamos considerar que nos casos a e b, os arranjos estdo entre duas fontes de

calor com temperaturas Tg e Tr.

No arranjo a, dois pares de placas iguais formam o conjunto: duas placas com k; e
duas placas com k; . O fluxo de calor através das placas k; tem a forma:
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0 T, -T
DplzklA Q2LF

: P | LA Sl
0 T, -T, 02 o L

HDZ =k,A

2L

No arranjo b duas placas diferentes formam um conjunto, e dois desses conjuntos

formam o arranjo. O fluxo através de cada arranjo sera dados por:

P :ATQ -T: =AH kik, o —Te E
L, Lo THo+rk L
k1 k2
Como os fluxos nos dois conjuntos sao iguais:
kik, Mo —Te

P, =2P = A
° ' %kl-'-kZ& L E

Para encontrar em qual arranjo teremos o maior fluxo, vamos calcular a raz&o:

Hgl-'-kZH

Po_0 2 0_(k+k)
P, Kk, 4k K,
K, +k,
2
(CRLiN KZ +Kk2 +2k.k, Bk Kk, O
4K K,

ou seja:
(k,

-k, O

k? +kZ -2k,k, D

E como a equacao anterior € sempre verdadeira, concluimos que:

Pa > Pg

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°
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P:d_Q:A(TQ _TF)
dt L2+L

2 41
K, Ky

o Al Te) _ A kk, BT -T:
A
L+£ B<1+k2 L

kK, kg

Cap 19 www. Fisica.ufpb.

Duas hastes metalicas retangulares idénticas sdo soldadas extremidade com extre-
midade, como mostrado na figura (a) , e 10J s&o conduzidos (em um processo em
regime estacionario) através das hastes sob a forma de calor em 2min . Quanto
tempo levaria para que 10J fossem conduzidos através das hastes se elas fossem
soldadas uma na outra como mostrado na figura (b) ?

A
0°Cc 100°C
B
E 0°Cc 100°C
br/~romero 29
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T, -T
P= kAu
L
logo:

P, = Alk, +k,) 2 "

A razao entre os fluxos:

Pa o kiky
PB (kl + kz )2
e como as placas sao iguais:
P
Bolog P, =4P,
P, 4
b =2
At
E A ] P_A = Q_At_B
L] QB PB QB th
[PB =
0 tg
Como Qa = Qs
P, t
t, =t, =%
P, 4
ou seja:
ts = 0,5min

Capitulo 19 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicdo

65 |Um tanque de agua ficou destampado em tempo frio, e uma placa de gelo de 5cm
de espessura se formou na sua superficie. O ar acima do gelo estad a -10°C . Calcule
a taxa de formacéao de gelo (em centimetros por hora) na placa de gelo. Adote a con-
dutividade térmica e massa especifica do gelo como 0,0040cal/s.cm.’C e
0,92g/cm®. Suponha que ndo haja transferéncia de energia através das paredes ou
pelo fundo do tanque.

Cap 19

k = 0,0040cal/s.cm.’C
p = 0,92g/cm®

Lr = 79,5callg

T, =-10°C

T, =0°C

L =5cm

Vamos considerar que a camada de gelo
va se aprofundando, de modo que num
intervalo de tempo dt, se forme uma ca-
mada de gelo de area A e espessura
dx , ou seja, se formaria um volume de
gelo dV = A dx, e a esse volume corres-
ponde uma massa dM , tal que:

Ar
T1
Gelo

1‘Scm

T2

Agua

www. fisica.ufpb.br/~romero 30



Prof. Romero Tavares da Silva
dM=pdV=pAdx

A quantidade de calor que deve ser retirada para a formacéo deste camada de gelo,
€ dada por:
dQ =-LrdM =- p A Lg dx

A taxa de calor retirado no tempo, ou fluxo de calor sera dada por:

dQ dx
—~ =-pAL, —
dt PALe dt

onde dx/dt é a velocidade com que a camada dx de gelo aumenta, ou seja é a taxa
de formagéo da placa de gelo. Mas por outro lado, o fluxo de calor que sai do gelo
para a atmosfera através da placa de gelo ja formada € dada por:

d_Q = kAT2 _Tl
dt L

Como o gelo ird sendo formado como consequéncia desse fluxo, temos que:

9Q _ AL, K opa Tl
dt dt L
ou seja:
X _ K T2 =T o) gox10cmis
dt pL,
e ainda
dx

—=0,39cm/hora
dt
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20. Teoria Cinética dos Gases

Quando consideramos um gas contido em um recipiente podemos analisa-lo de
uma maneira global usando a Termodinamica, e calcular as suas propriedades macros-
copicas tais como temperatura, pressao, volume e etc.

Por outro lado, se quisermos entender os porqués do comportamento macroscopi-
co, devemos analisar os constituintes deste gas, como eles interagem entre si e como
interagem com as paredes do volume que os contém.

Uma nova maneira de ver os Gases

Os gases séo constituidos de pequenas entidades, que podem ser atomos, molé-
culas ou ambos. Ele serd um gas monoatébmico quando composto apenas de atomos (ou
seja: moléculas monoatdémicas) ou um gas poliatbmico, dependendo das suas caracteris-
ticas moleculares.

As moléculas interagem entre elas, e essa interacdo acontece aos pares, ou seja
elas interagem duas a duas. Se neste gas existirem N moléculas cada molécula interage
com todas as outras N-1 moléculas. Cada molécula deve ter o seu movimento governa-
do pela segunda lei de Newton, e portanto temos N equacgles referentes a aplicacao
dessa lei, uma para cada molécula. Como cada molécula interage com as restantes, o
seu movimento ira interferir no movimento de todas as outras, e dizemos entdo que essas
equacdes estdo acopladas uma as outras.

O numero de equacgdes resultante deste modelo torna a sua solugdo numeérica im-
possivel, mesmo usando os melhores computadores contemporaneos.

O Numero de Avogadro

Mas quantas moléculas existem em uma amostra macroscopica de uma dada
substancia? Vamos definir uma grandeza adequada para lidar com moléculas, € o mol.
Um mol é o numero de moléculas que existem em 12g de carbono-12. Experimental-
mente se determina quantas moléculas existem em um mol, e esse € o chamado namero
de Avogadro Na,

Na = 6,02x10%”moléculas

Desse modo, ja podemos relacionar nimero de moles u e numero de moléculas
N, ou seja:

N=uN O =—
UN, iy

Gases ideais

Se considerarmos uma amostra com 12g de carbono-12 , teremos neste material
Na = 6,02x10%°moléculas , e se desejarmos usar a segunda lei de Newton para calcular as
trajetorias das moléculas, teremos que resolver Np equacdes acopladas. O que fazer
nesta situacao?

A aproximacao mais drastica possivel sera considerar que as moléculas nao
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interagem, elas se ignoram, e desse modo elas interagem apenas com as paredes do re-
cipiente que contém a mostra do gas. Apesar desta aproximacgdo ser drastica, ela se
aproxima da realidade em muitas situacfes praticas, quando a densidade do gas é sufici-
entemente baixa. Nesta circunstancias, uma amostra de um gas real se aproxima do mo-
delo do gas ideal.

Trabalhos experimentais com gases ideais mostraram que a pressao, temperatura
e volume se relacionam de tal modo que:

pV=uRT
onde u é o numero de moles do gas presentes na amostra considerada e
R=8,31J/mol.K é a constante universal dos gases. A equagdo anterior € chamada equa-
¢do dos gases ideais. Por outro lado, se ao invés de moles estivermos usando o nimero
de moléculas, a equacéo tomara a forma

pV=NkgT

onde N ¢é o numero de moléculas do gas presentes na amostra considerada e
ks=1,38x10%J/K é a constante de Boltzmann. Pode-se notar que:

PR=Nk, O k=

Z|=

R=" 0 R=k,N,
NA

Trabalho com temperatura constante

Vamos considerar um sistema em con-
tato com um reservatorio térmico. Nes-
sas condicOes esse sistema pode sofrer p | T1
mudancas de pressdo e volume mas ]
mantera sempre a mesma temperatura, 1 T2
gue é a temperatura do reservatorio |

térmico. O trabalho realizado pelo sis- | Ty TS~————

tema é definido como:
Vi

W, = (padV
f Jp

<

T,>T,>T3

Mas como o gas € ideal e a temperatura € mantida constante ao logo da transformacéo,
temos que:

Vi
W, = yRTIdTV = uRT (V)" = uRT (InV, ~InV, ) = kRT In%%
J |

Célculo cinético da presséo

Vamos considerar N moléculas um gas ideal em um recipiente em forma de um
cubo de aresta L e considerar 0s eixos cartesianos paralelos as arestas, como na figura a
sequir.
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As moléculas desse gas estdo continu-
amente colidindo com as paredes do recipi-
ente. Vamos analisar especificamente a co-
lisdo de uma molécula, que se dirige para
colidir com a parede do recipiente paralela
ao plano yz e que passa pela origem.
Quando ela colide com a parede, ndo acon-
tecera mudanca nas componentes y e z A
do momento linear, mas a componente x y
do momento linear mudara de sinal, aconte-
cerd uma reversdo neste movimento. Esta-
mos considerando que as colisdes séo
perfeitamente elasticas. A variacdo do mo-
mento dever-se-4 apenas a mudanca da Az
componente X. A1

<+—o MW

+my, >

Ap = ps— Pi = My — (-MVy) = 2mvy X

Sejam A; e A, as paredes do cubo z /
perpendiculares ao eixo x . A molécula vai
colidir com a face A; e levar um intervalo
de tempo At para colidir com a face oposta A, e depois colidir novamente com A; .
O tempo t necessario para essa molécula ir de uma face até outra € dado por
t=L/vyx , e desse modo:

A variacdo do momento linear de uma molécula, num intervalo At entre duas coli-
sfes com a mesma face do recipiente € dada por:
Ap, _ 2mv, _ mvi
At 2L/v, L

A equacédo anterior nos d& a for¢ca que uma molécula exerce na face considerada.
Para se encontrar a forca total exercida por todas as moléculas, devemos considerar as
contribuicdes de todas as N moléculas:

— 2 2 2
Fx - (Vx1+Vx2+"'+V><N)

A presséo que essas moléculas exercerdo dependera da forca média e sera dada
por:

onde estamos representando o valor médio de uma grandeza A por <A> . Como as
moléculas ndo séo distinguiveis, os valores medios das componentes x de cada uma
das moléculas séo iguais, ou seja:
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(Vo) + (ve) -+ (V)= V)

Considerando que neste cubo ndo existe direcao privilegiada, os valores médios
das diversas componentes serao iguais, ou seja:

(v?)= (v +vZ +vZ)=3k2) O <vf<>:%<v2>

e como temos N moléculas nesse gas ideal;

Desse modo:

Mas Nm é a massa total do gas pois: N é numero de moléculas e m é a massa
de cada molécula. Por outro lado, a massa total também pode ser expressa como uM
pois: u € o numero de moles e M é a massa molar. Portanto, usando a equacao dos ga-
ses ideais:

um »\ _ 3RT
V=—"Vv)=uRT 0O (V°)=——
PV == (v?) = H V) ==y

e se definirmos

— 2
Vews = <V >
(RMS = root mean square) encontramos que:

3RT

VRMS - M

Entretanto a massa molar M € igual ao numero de Avogadro vezes a massa m
de uma molécula M=Nam , e a constante universal dos gases pode ser escrita como
R=Nakg , € desse modo teremos que:
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Energia cinética de translacao

Como ja foi mencionada, em um géas ideal as moléculas ndo interagem, portanto
nao existem energia potencial e o Unico tipo de energia possivel € a energia cinética de
translacdo. A energia cinética média de uma particula é dada por:

Percurso livre médio

Entre colisdes sucessivas, o movimento de uma
molécula de um gas ideal é retilineo e uniforme . A
distdncia média que uma molécula percorre entre duas
colisdes sucessivas € chamado percurso livre médio.

Se tivermos duas moléculas de diametro d, ocorrera
uma colisdo quando o0s seus centros se aproximarem de
uma distancia d .

Uma descricdo equivalente das colisbes entre mo-
léculas consiste em considerar uma delas pontual e a
outra com diametro 2d , pois colisdo ocorrerd quando os
seus centros se aproximarem de uma distancia d , como
na situacao anterior.

Se estivermos observando uma molécula nas suas
multiplas colisbes, podemos considerar que ela tem um
diametro 2d e as outras sédo pontuais.

Se ela tem didmetro 2d e velocidade média <v>,
num intervalo de tempo t, ela tera descrito um cilindro 4
de secdo reta r? e comprimento <v>t. Se a densida-
de de particulas no gas for n = N/V , existirdo no cilindro 2d
N particulas, onde: ;

N=nV=n (d?. <vst) v

. . . < >
Este nimero de particulas N sera exatamente o <v>t

namero de colisées num dado intervalo de tempo t . O percurso livre médio <L> sera a
distancia percorrida num intervalo de tempo t dividido pelo nimero de colisbes que
acontecera neste trajeto.

L\ DL
=N = h -
ou ainda
B =5
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Esse resultado € apenas uma primeira aproximacao, por que ele se baseia na hi-
potese que todas as moléculas estdo em repouso, e apenas uma se move.

Distribuicdo de velocidades moleculares

Vamos considerar um numero N de moléculas que estdo no interior de um recipi-
ente de volume V . As moléculas tém velocidade diferentes, mas essas velocidades se
distribuem segundo uma caracteristica prépria.

Se considerarmos uma situacao genérica, onde a energia interna E de cada mo-
|écula é composta da soma de sua energia cinética K mais sua energia potencial U , e
desse modo:

:%mvz +U(x,y,x)

A funcdo que explicita a distribuicdo de velocidades, é a distribuicdo de Maxwell-
Boltzmann, e tem a forma:

f(E) = Ae /keT

onde A é uma constante. Essa constante pode ser determinada se considerarmos que
integral da funcéo de distribuicdo deve ser igual ao numero de moléculas. Quando esta-
mos analisando um gas ideal, a energia potencial é desprezada, e temos como energia
interna apenas a energia cinética:

E :%mvz :%m(\/i +v! +v§)
e portanto:
f(V) - Ae—m(v§<+v$+v§)/2kBT
Ide Ide Idvzf(vX,Vsz):N
ou seja:

+00 +oo +oo
- 2 _ 2 2
AIe mVX/ZKTde Ie mVY/2deVY Ie mvzlszdVZ =N

e por outro lado, seja:

+o00

B = J’e‘aXZdX
Podemos dizer que:
+00 +00 2 L] o0
B2 = Ie‘aXZdXIe‘adeY = (dofrdre™ =2n[Uew = -2 g =-"To0-1)="
A e 2a 2a 0 a a
ou seja:
+00 B ) 7_[
B=[e™dX =,|—
I a
e portanto
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21KT

_Ie mv2 /2de
m

+00 +o00 +00
—mv?2 _ 2 )
AIe mvx/2deVx J-e va/2deVY Ie va/2deVZ

o

f(V) =N B—g -m VX+Vy+VZ /2kBT

[R7KT O

/12
=N O A=NBLg
[RTKT O

Se fizermos a mudanca de variaveis para coordenadas esféricas, encontraremos

que:

‘!4nv2dvf(v)—4nNB—E(‘! 2g M I2KeT =

Podemos entéo definir uma funcdo de distribuicdo de velocidades F(v) que de-

pende do médulo do

Pode-se mostrar que:

iF(v)dv =1

Tem-se que:

(v) :‘[v F(v)d

[

W)=

v F(v)dv =——
m

vetor velocidade, ou seja:

F(V) 47TB—B/ 2 -mv?/2kgT

F(v)
J1

T)

8kT
V= —

3KkT

T, <T,

A velocidade mais provavel em uma gés é aquela na qual a funcéo de distribuicdo

de velocidades F(v)

Cap 20

€ maxima, e nestas circunstancias:

dF(v)
dv

2KT
m

=0 O
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Calores especificos molares de um gas ideal

Se tivermos uma certa massa m de uma substancia, podemos tentar relacionar
gual a variacao de temperatura AT que sofrerd essa massa, quando ela absorver uma
guantidade de calor AQ . Existe uma relagdo, que tem a forma:

AQ=mc AT

onde chamamos a grandeza ¢ de calor especifico. Quando lidamos com gases, surge a
necessidade de definir uma relagcdo mais especifica que leve em contas as especificida-
des deste fluido. Definimos o calor especifico a volume constante para relacionar variacao
de temperatura AT que sofrera um gas, quando ele absorver uma quantidade de calor
AQ ; na situacdo em que o recipiente que contém o gas é mantido a volume constante. De
maneira equivalente, definimos o calor especifico a pressdo constante para relacionar
variacdo de temperatura AT que sofrera um gas, quando ele absorver uma quantidade
de calor AQ ; na situacdo em gue o recipiente que contém o gas € mantido a pressao
constante

A energia interna Ent

Vamos considerar uma gas ideal monoatémico, ou seja as suas moléculas tém
apenas um atomo. Ao nivel dessa nossa descricdo da Natureza, ndo estamos conside-
rando a estrutura interna dos atomos e portanto eles podem ter apenas um tipo de ener-
gia: a energia associada ao seu movimento. Desse modo, a energia total das N molécu-
las monoatémicas que compde esse gas tera a forma:

EINT =

N W

pd
~
@

_{
1
N W
=
Py
_|

Calor especifico molar a volume constante — Cy

Como mencionado anteriormente, podemos definir o calor especifico molar a volu-
me constante como:

dQV =u CV dT

ou ainda:
c, = LHHQH
u AT [

Usando a primeira lei da Termodinamica, temos que:
dE|NT = dQ —-PpP av
e se considerarmos uma transformagao isovolumétrica:

(dEint )v = dQv
ou seja:
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_LEp _ 1[PEw

pHOdT G wppgoT [

e para um gas ideal, encontramos

@)
<
I
N|w
Py

Calor especifico molar a presséo constante — Cp

Como mencionado anteriormente, podemos definir o calor especifico molar a pres-
sdo constante como:

de =u Cp dT
ou ainda:
Ce T DdT

Usando a primeira lei da Termodinamica, temos que:
dE|NT = dQ —-PpP av

e se considerarmos uma transformacdo que envolva uma variagcdo de temperatura, mas
com o sistema mantido a pressao constante, temos que:

Pl B0 oY

0orT TG

onde lembramos que dQ n&o é uma diferencial exata, dai o aparente contra-senso ao
envolver derivadas parciais e total, na equacao anterior. Usando as definicbes de um gas

ideal, temos que:
lNng RT O BMH g

DII:II:II:ID:[I%FI

_HRT v
V = [ = UR
0 pEﬁTDL H

ou seja:

3

SHR=UC, iR O C, =R

N o

Relacédo entre Cy e Cp para um gas ideal

Vamos considerar um sistema formado por u moles de uma gas ideal, e a sua
temperatura serd aumentada T até alcancar T+ AT de duas formas diferentes. As cur-
vas que representam transformagdes isotérmicas nas duas temperaturas mencionadas

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 10
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estdo representadas no grafico ao lado. A
primeira transformacéo sera feita a volume
constante, e 0 gas vai do estado a até o
estado c . A primeira lei da Termodinamica
diz que:

dE|NT = dQ —-PpP dv

€ neste caso teremos que

AE;. = AQy = uCy AT

A segunda transformacéo sera feita a pressao constante, e o gas vai do estado a até o
estado b . A primeira lei da Termodinamica diz que:

dE|NT = dQ —-PpP av
€ neste caso teremos que

AEa = AQp—p AV = 1 Cp AT — p (AV)p

Como a energia interna de uma gas ideal depende apenas da sua temperatura,
temos que:
AE ¢ = AE 4
e portanto:
UCy AT = uCp AT — p (AV)p
ou seja:
c, -c, = PRV H- PR

== == E:R 0 C,=C, +R
MOAT O u{p

Transformacédo adiabatica de um gas ideal

Uma expansao adiabatica é caracterizada por ser uma transformacéo onde o sis-
tema ndo troca calor com as suas vizinhancas. Nestas circunstancias, temos entéo que:

dE=dQ-pdv [J dE=uCydT=-pdV
ou seja:

dT =——P _qv
uC,

Mas por outro, se diferenciarmos a equacédo do gas ideal encontramos que:

pV =uRT 0O pdV +Vdp =puRdT 0O dT :mv—;\/dp
u
e igualando os termos em dT, temos que:

pdV +Vdp __.bp Y
HR HC,,

dT =

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 11
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ou seja:
(Cv+R)pdv+CyVdp=0

Mostramos anteriormente que para um gas ideal:

Cp=Cy+R
logo:
Cppdv+CyVdp=0
ou seja:
Co dv  dp
C,V p
Vamos definir y= Cp/Cy
yd—v+d—IO =0 0O vyInV +Inp =const =Ilna
V. o p
e portanto:

In(pVV)=Ina O pV' =a=const

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

10

Uma quantidade de oxigénio ocupando um volume de 1000cm® a 40°C e uma

pressdo de 1,01x10°Pa se expande até um volume de 1500cm?®
1,06x10°Pa
a) Encontre o numero de moles de oxigénio no sistema.

b)

Vi1 = 1000cm® = 10°m?®

T, = 40°C = 313K

p1 = 1,01x10°Pa

R =8,314J/mol . K

pv _ (Lo1x10° f10?)
RT  (8314)(313)
Encontre a temperatura final do sistema.

pV =uRT 0O pu= =3,8x10 moles

V, = 1500cm? = 1,5x10°m?3
p. = 1,06x10°Pa

v, _pV
T s I = %%492,7«
RTl RTZ pl 1

T, =219,74°C

e pressao

Capitulo 20 — Halliday e Resnick — Edi¢do antiga

ulon

Cap 20

he =50cm  hg = 30cm A A
He = 6cm Hq=4cm
he
AH = He - Hg = 2cm A
he’
he = he’ — He = 44cm
hqg = hq' — Hq = 26cm

A =1cm? W
AV = 10cm?®

Tanto na situagdo inicial
como na final, existe um
gas acima do nivel

www. fisica.ufpb.br/~romero

Um mandmetro de mercurio selado, tem dois ramos desiguais a mesma pressao po,
como mostra a figura abaixo a esquerda. A area da secéao reta do mandémetro é
1,0cm? . Através de uma torneira no fundo do manémetro, admite-se no recipiente
um volume adicional de mercurio, igual a 10cm® . O nivel da esquerda sobe de
6,0cm e o nivel da direita sobe de 4,0cm . Determine a pressao po .

13
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do liquido, e a sua composicao deve ser basicamente de mercurio. Vamos conside-
rar esse gas como ideal. Desse modo, considerando a situacao inicial, teremos que:

PoVd =g RT
e
PoVe' = e RT

onde V € o volume ocupado por esse gas e u € o numero de moléculas contido
nele. Logo temos que:

_ URT _ pRT Vy _
p, = = e o —d4=HK
V, V. V. o,
ou ainda:
PV, PV,
= e =
Ha = o7 He =R

Depois de adicionado um volume AV de mercurio, as colunas ficardo com niveis
diferentes. Usando a hidrostéatica, poderemos relacionar as pressdes em diferentes
pontos do mandémetro.

Pa=pa+pgHqg
e

Pe=pe+pgHe

Como as pressdes no mesmo nivel horizontal do liquido sdo iguais, subtraimos a
penultima equacdo da ultima e encontramos que:

Pa—Pe=p9g(He-Ha)=pgaH

Por outro lado, o gas acima do nivel de mercurio terd um volume disponivel dife-
rente da situacao inicial, e serd diverso em cada ramo do manémetro. Ou seja:

0 _ uRT
%pdvd = UyRT Epd V,
0 O 0
- 0 U RT
N, = URT P, y
O e

e usando a equacgao anterior, encontramos que:

pd—pe:%_&ﬁ?T:pgAH [l RT:M
d Ve %_%E

¢V

e

e usando que

encontramos que

V,V.V, :
RT = pgAH[-——t"e"e__[=pV,
I"le pg dVe —VdVe E pO

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 14
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E V.V
= AH - d e ,
Po = P9 dVe _VdVe E

Lembrando que os volumes considerados sao partes dos ramos do mandémetro, que
tém secao reta A, e desse modo V =A h e portanto:

h, h
= AHE_‘—, e
po pg dhe_hdheE

Usando que a densidade do merctrio p = 1,36x10%kg/m® encontramos que:

ou seja:

Po = 1,55x10°N/m? = 1,55atm

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

11

A pressao p, ovolume V e atemperatura T de um certo material estdo relaciona-
dos através da equacgao:

_ AT -BT?

Y,
onde A e B sdao constantes. Encontre uma expressao para o trabalho realizado
pelo material se a temperatura variar de T; até T, enquanto a pressao permanece
constante.

O trabalho realizado pelo sistema quando ele passa de um estado para outro é defi-
nido como:
2
Wy, = [pdV
I
€ CoMo a pressao permanece constante (p; = p2) nesse processo, temos que:

2
W, = le-dV = pl(vz _Vl) =p,V, - PV,
1

Usando a dependéncia funcional mencionada:

W, =|AT, -BTZ|-|AT, -BT2|= A(T, -T,)-Bfr2 -72)

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

12

Um recipiente encerra dois gases ideais. Dois moles do primeiro gas estao presen-
tes, com massa molar M; .O segundo gas possui massa molar M, = 3M; , e 0,5mol
deste gas estd presente. Que fracdo da pressao total na parede do recipiente pode
ser atribuida ao segundo gas?

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 15
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(A explicacdo da pressédo da teoria cinética conduz a descoberta experimentalmente
de pressdes parciais para uma mistura de gases que ndo reagem quimicamente: a
pressao total exercida pela mistura € igual a soma das pressdes que 0s varios gases
exerceriam separadamente se cada um deles ocupasse o recipiente sozinho.)

M1 MZ
Lt = 2moles U2 = 0,5mol
(mi)= (i) (Mi)

(Massa) = (Numero de moles) ( Massa molar)
piV=WwmRT
P=p1+tp2= () RTIV

P WRTIV 0.8

P (+wLRTIV  py+p,

e de modo equivalente:

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

15 |Uma bolha de ar com volume de 20cm® est& no fundo de um lago a 40m de pro-
fundidade, onde a temperatura é 4°C . A bolha sobe até a superficie, que esta na
temperatura de 20°C . Considere que a temperatura da bolha de ar é a mesma que a
da 4gua ao seu redor. Exatamente quando a bolha atinge a superficie, qual o seu
volume?

Vi =20cm® = 2x10°m®  p, = 10%kg/m° f
Ti=4°C = 277K po = 1,013x10°Pa A )
h =40m

T¢ = 20°C = 293K

Vamos chamar de situacdo inicial quando a ,

bolha estd no fundo do lago e situacao final v O

quando ela alcanca a superficie. Temos que: i
HRT,

i =Po +pgh = EVAR

=
Pyl
—

I %IZI
©
I
o
o
Il

<

Temos duas equacdes e duas incognitas, Vs e u.

— i T _ pon i Tf _ i f O
i Vf Tf i Vf ° f i ]

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 16
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L H E:h pgh a VvV :Vi%%+ pgh%:103cm3
Hrf %li Po i Po

Ou segja:

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

16

Um tubo de comprimento L = 25m que esta aberto em uma extremidade, contém ar
a pressao atmosférica. Ele € empurrado na vertical para dentro de um lago de agua
doce até que a agua suba até a metade do tubo, como mostrado na figura ao lado.
Qual a profundidade h da extremidade inferior do tubo? Suponha que a temperatura
€ a mesma em todos 0s pontos e que nao varie com o tempo.

L = 25m Po = 1,013x10°Pa A
p = 10°%kg/m?®

L/2

A pressao na superficie do liquido dentro do A

tubo, é a mesma do gas acima desta superficie,

e € dada por:

>«

pr =potpg(h-L/2) h

onde estamos explicitando que esta é a situacéo L/2
final do tubo. Na situacao inicial, este tubo esta a
pressao atmosférica. Como foi dito, a temperatu-

ra é a mesma em todos os pontos e nao varia

com o tempo, temos que:

PV, =uRT =p,V, O p, =po%g=po V*E O p; =2p,
f f

pr =pot+pg(h-L/2)=2p0 O po=pg(h-L/2)

ou seja:

logo:

h="C4Po -5 63m
2 pg

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

17

O recipiente A da figura abaixo contém um gés ideal a uma pressdo de 5,0x10°Pa
e a uma temperatura de 300K . Ele esta ligado por um tubo fino (e uma valvula fe-
chada) ao recipiente B, com quatro vezes o volume de A . O recipiente B con-
tém, o mesmo gas ideal a uma pressdo 1,0x10°Pa e a uma temperatura de 400K .
A vélvula é aberta para permitir que as pressdes se igualem, mas a temperatura de
cada recipiente € mantida constante em seus valores iniciais. Qual sera entdo a
pressao nos dois recipientes?

pa = 5x10°Pa pe 1x10°Pa
Ta =300K Tg 400K
VB = 4VA

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 17
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Temos claramente duas situagfes, antes da valvula ser aberta e depois que ela foi
aberta. Depois que ela foi aberta existiu um fluxo de gas de um recipiente para outro
de modo que as pressdes foram equilibradas, mas a quantidades total de gas per-
maneceu a mesma. Logo:

H=Ha+ g =Ha+ Us

onde os u sdo os numeros de moles em cada recipiente, antes e depois da valvula
ser aberta. Usando a equacao dos gases ideais encontramos que:

[PV = U\RT, PV, = U', RT,
| |
O € O
B)BVB = HBRTB B:)VB = HIB RTB
ou seja:
PaVa |, PeVe _Va[Pa , 4P
'u - ,uA +HB - A" A + BYB :_A A + B
RT, RT, R A Tg
e também
o V V V,O1 4
H:HA+UB:pA+pB:pAH +—
RT, RT, R Hr, T,
ou ainda:
=V [Pa , 4P E: PV, {1 +i%
R BTA TB R HI-A TB
e portanto:
Pa , 4Pe E
A TB 5
p= = 2,0x10°Pa

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

19 | A temperatura mais baixa possivel no espaco sideral é 2,7K . Qual a velocidade mé-
dia quadratica das moléculas de hidrogénio a esta temperatura?

R = 8,31J/mol.K M = 2,02x10"3kg/mol

/3RT
VQM = T =182m/s

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

23 |Um feixe de moléculas de hidrogénio (H.) esta dirigido contra uma parede, segundo
um angulo de 55° com a normal & parede. Cada molécula no feixe possui uma velo-
cidade escalar de 1,0km/s e uma massa de 3,3x10%*g . O feixe bate na parede so-
bre uma area de 2,0cm?, & uma taxa média de 10? moléculas por segundo . Qual a
pressao do o feixe sobre a parede?

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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n = 10®moléculas/s 9 =55°
A = 2cm? = 2x10“m? v = 1km/s = 10°m/s
m = 3,3x10%*g = 3,3x10%’kg

Como as moléculas s6 apresentam variacao
de momento na direcédo do eixo X, temos que:

Ap = P — Pix = (M vx) - (+Mvy) = - 2 m vy

vx =vcos55° [0 Ap=-2mv cos55°

A forca total que as moléculas exercem na parede é resultado das contribuicdes
de todas as N moléculas que colidem num intervalo de tempo At, ou seja:

=NIBP = N g =
F—N‘At At|Ap| n|Ap|

A pressdo P é definida em termos da forca exercida pelas moléculas na parede,
ou seja:
2nmv cos 55°
A

P =1,89x10°Pa = 1,8x10%atm

Capitulo 20 — Halliday e Resnick — Edi¢cdo antiga

u27n

Mostre que a variacdo de pressdo na atmosfera terrestre, suposta isotérmica, é

dada por:
-Mgy/RT

P(Y) = po €

Cap

Considerando a atmosfera um fluido em repouso, temos que:

dp=-pgdy

onde estamos considerando a superficie da Terra como a origem do eixo y, que
mede a altura de um elemento de volume. Da equacéo anterior, temos que:

dp __

dy .

A equacéao dos gases ideais, nos diz que:
m
V = uURT = —RT
p H M

onde m=uM é amassa de um elemento de volume, u é o nimero de moles con-
tido nesse elemento de volume e M é a massa molecular da substancia considera-
da. Desse modo:

20 www. fisica.ufpb.br/~romero 19
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RT _ RT pM
_p—

o= MRT
vV M M RT

onde p é a densidade do material considerado. A equacao da variacao da pressao

terd a forma:
d_p = —BM% U] d_p = —m %y
CRT O

dy [RT[ p

Integrando, temos que:

Inp-Inp, = -éle—ggy ~Yo)
Considerando que a superficie da Terra como origem do referencial, yo = 0, logo:

p — g - -Mgy /RT
In = - O =p,e
E;OE HV'—TQ/ p(y) = Py

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker |

28 | Mostre que a equacao dos gases ideais pV = uR T pode ser escrita na forma alter-
nativa p=pR T/M onde p é a massa especifica do gase M €é a massa molar.

pV=uRT
onde
_ m _ massadaamostra
"M massamolar
logo:
ov="Rrr 0 p=HFRC
M ov OM
e portanto:
_ RT
p=p M

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker |

33 | Qual a trajetoria livre média para 15 balas de goma esféricas em um saco que é sa-
cudido vigorosamente? O volume do saco € 1llitro e o diametro de uma bala é igual
a 1,0cm . Considere colisbes de balas com balas, ndo colisdes de balas com o saco.

N = 15balas d=1,0cm=102m
V=1=10°m?
vV 1
L)=—
< > N mZ

Devemos corrigir essa equacao ao considerar que todas as moléculas estéo se

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 20
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movimentando. A equacéao corrigida tem a forma:

(L), V.1 _0150m=150cm

= N—ﬁmz

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

36 |Vinte e duas particulas tém as seguintes velocidades ( N; representa o nimero de

particulas que possuem velocidade v;)

Ni 2 4 6 8 2
vi (cm/s) |1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

a) Calcule a sua velocidade média vy .

N

Vi
<v> _ ,Z _ 2X1+4x2 +6x3 +8x4 +2x5 :E: 3.18m/s
N 2+4+6+8+2 22

b) Calcule a sua velocidade média quadratica Vgrus .
N

2
Vi 2 2 2 2 2
<v2>: Z _ 2xX1" +4x2° +6x3° +8x4” +2x5° _ 250 —11.36m?/s?
N 2+4+6+8+2 22

Viys = 1/<v2> =3,37m/s

c) Das cinco velocidades mostradas, qual a velocidade mais provavel vp ?

vp = 4,0m/s

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

43 | A figura abaixo mostra uma distribuicdo hipotética de velocidades para uma amostra

de N particulas de um gas (observe que P(v) =0 para v>2vp).

a) Expresse a emtermosde N e vp. P(v)

Observando o grafico de P(v) versus v , po- a
demos notar que:

a
para 0<v<v,
0

>
0 Vo 2Vo %
P(v)=Qa para v,<VvV<2v,
B 0 para v =2v,
B

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 21
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d)
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A condicdo de normalizacdo no diz que:

iP(v)dv =1
e portanto:
[HHE o+ ko =2
[ 8]
2 av 3av
%%%+a(2vo ~v, )= 20 +av, = 20 =1
ou seja:

E
a_
VO

Quantas das particulas possuem velocidades entre 1,5vo e 2,0vp ?

A fracéo de particulas (Ni/N) , com velocidade destro deste intervalo, tem a for-
ma:

m _ 2,0v,y _ 2,0v, _ 200, _ _ 2 o O 1
v T P - Lg[Ea]dv =av[i] =alosv,)= %E_ :

ou seja:

N
N]_:E

Expresse a velocidade média das particulas em termos de vp .

[

(v) = !v P(v)dv

o [MapgO av:® v
v)=[v v + (vljaldv =—— +a—
< > '! %%E \7[ [] Vo 3, 2

<v>:%v§+37av§:%lav§=%l 2 %2 11
VO

Determine Vgus .

[

<v2> ZJVZ P(v)dv

<v2>=vjv2%§§jv+zfvz[a]dv=E%E§ i =E%%f+%@8vg —Vg)

www. fisica.ufpb.br/~romero 22
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<V2>:avo 7av"-aVOBl+7H P2 2 %é":EE'OZ

4 3 30 2 80

s = [0 2o 2

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

45

Um mol de um gas ideal sofre uma expansao isotérmica. determine a energia adicio-
nada ao gas sob a forma de calor em termos dos volumes inicial e final e da tempe-
ratura.

Como o gas € ideal, a sua energia interna € uma funcéo apenas da temperatura. Se
a transformacdéo for isotérmica, a temperatura se mantém constante e portanto ndo

existe variacdo da energia interna nesse processo. Desse modo, usando a primeira
lei da termodinamica, encontramos que:

(dE)r=(dQ)r—(@dW)r=0 O (dQ)r=(dW)r

Vi
W, J’pdV uRTId—V = uRTInV|\\2f = uRT (nV, -InV,)

Qy =W = uRT |n%%

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

47

Um recipiente contém uma mistura de trés gases que nao reagem entre si: (y moles
do primeiro gas com calor especifico molar a volume constante C; , e assim por di-
ante. Determine o calor especifico molar a volume constante da mistura, em termos
dos calores especificos molares e das quantidades dos gases em separado.

O nuamero total de moles desta mistura de trés gases é dada por:

M=+ o+ U3

e a quantidade de calor total absorvido (a volume constante) pela mistura sera a
soma dos calores absorvidos pelos diversos componentes:

dQv = dQv1 + dQyz + dQvs
Calculando as derivadas:

éK;L_?% = E?%% +§%% +E%% O uC, =uCy, +1,Cy, + 1G5

C = u,Cyy + U,Cyy + UG 4
v =
My + U, + Uy

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 23
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Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

57

Sejam u moles de um gas ideal que se expande adiabaticamente de uma tempera-
tura inicial T, até uma temperatura final T, . Prove que o trabalho realizado pelo gas
€ uCy (T,-Ty), onde Cy € o calor especifico molar a volume constante.

O calor especifico molar a volume constante € definido como:

BE
CV - l Int @/
'u O aT =const

Mas a energia interna do gas ideal depende expOlicitamente apenas da temperatura,
e neste caso, a derivada parcial se transforma em derivada total, ou seja:

1dE,
CV = Ed—_ll_t il dEIm = IJCVdT

A primeira lei da Termodinamica diz que:

dEjn: = dQ - dW
e para uma gas ideal, temos que:
yUCydT =dQ —dwW

Quando a transformacao for adiabatica , ndo existe troca de calor com o ambiente,
logo:
U CV dT =-dw

e portanto:
:

W,, = -uC, de

ou seja:
Wiy =uCy (T1—T))

Capitulo 20 - Halliday, Resnick e Walker

61

Um mol de um gas ideal monoatémico percorre o ciclo 123 da figura abaixo. O pro-
cesso 1 - 2 ocorre a volume constante, o processo 2 — 3 é adiabatico e o proces-
so 3 - 1 ocorre a pressdo constante.

a) Calcule o calor Q , a variacdo de A
energia interna AE, e o trabalho rea- p
lizado W , para cada um dos trés
processos e para o0 ciclo como um 2
todo.
T1 = 300K
T, = 600K
T3 = 455K 1 3
dE;n=dQ —p dV >

O processo 1 - 2 érealizado a

Cap 20 www. fisica.ufpb.br/~romero 24
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volume constante:
dEn=dQ O AEn=Quwn

Como se trata de um gas ideal monoatdmico:

ou seja:

e como temos apenas um mol:
3
Qp = ER(Tz _Tl)
e portanto:
AEn = Q12 = 3.740J
le =0
O processo 2 - 3 é realizado adiabaticamente, ou sejadQ =0 e pV' =const.

dEmt =-dw ] AEmt =- W12

Como se trata de um gas ideal monoatdmico:

E =

Int

URT

N|w

ou seja:

Wy, = _gHR(T:a _Tz)
e como temos apenas um mol:

WB:—gRﬁg:g)

e portanto:
AE i = Wo3 =1.807J
Q2:=0

O processo 3 — 1 é realizado a pressao constante. Usando a definicdo de tra-
balho, encontramos que:

1 Vi
W, = [paV =p, [dV =p,{V; -Vs)
\&
€ como o gas € ideal
pV=uRT
ou seja:
W31 =R (T1—T3) =-1288J

A energia interna de um gas ideal é dada por:
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3
nt — E .URT

E

e portanto:
AE,, = gR(r1 -T,)=-1932J

Usando a primeira lei da Termodinamica, temos que:

AEnt = Q31 — W3 [7 Qs1=AEn+ W3
ou seja:

Q. = gR(r1 -T,)=-3220J

b) A presséo no ponto 1 é 1,00atm . determine a presséo e o volume nos pontos 2
e 3.Use 1,00atm =1,013x10°Pa e R =8,314J/mol . K

p1 = 1,00atm = 1,013x10°Pa T, = 300K
R =8,314J/mol . K T, = 600K
T3 = 455K
RT
V, =—21=0,246m°
P1
U
B Pz =Py
U
RT
v, =213 - 00373m?
U P3
U
0 V, =V,
U
U RT
P, =—=2 =20x10°N/m? =20atm
U V,
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Prof. Romero Tavares da Silva

21. Entropia e a Segunda Lei da Termodinamica

Processos reversiveis e irreversiveis

Segundo o Dicionario Aurélio, que reflete o nosso linguajar coloquial, algo é rever-
sivel quando se pode reverter; ou que pode retornar ao estado inicial. Em Fisica, um pro-
cesso é reversivel quando pode parti do estado final e alcangar o estado inicial usando os
mesmos micro-estados que utilizou para alcangar o estado final.

Consideremos um sistema em equilibrio, e apenas nessas circunstancias podemos
caracterizar um estado termodindmico e, nesse estado podemos atribuir valores para as
fungbes termodinamicas de estado tais como temperatura, pressao, energia interna, e etc.
Quando um sistema sofre variacbes através de absorcdo de calor ou trabalho, ele sai
momentaneamente do estado de equilibrio, e depois de um certo tempo de relaxacéo en-
contra outro estado de equilibrio.

Quando a variagao sofrida pelo sistema for infinitesimal, as suas fun¢des termodina-
micas também sofrerdo variagdes infinitesimais. E podemos caracterizar os novos valores
das funcgbes termodindmicas para essa nova situagao de equilibrio. Essas transformagées
infinitesimais sdo chamadas as vezes de transformacdes quasi-estaticas. Quando subme-
temos um sistema a varias transformacgdes quasi-estaticas, podemos definir uma sequén-
cia de valores pra as suas fungdes de estado, que irdo caracterizar cada uma das peque-
nas transformacdes. Podemos desse modo executar a mudanca de um sistema fisico en-
tre dois estados termodinamicos afastados, utilizando uma sequéncia de pequenas trans-
formagdes quasi-estaticas.

Um exemplo dessa situagéo seria considerar um gas em equilibrio, contido em um
émbolo, que esta mantido nessa posicdo por uma certa quantidade de pequenos pesos. A
medida que retiramos um pequeno peso, a pressao exercida no émbolo diminui infinitesi-
malmente, fazendo com que o gas encontre outra situagcao de equilibrio, infinitesimalmen-
te préxima da situagéo de equilibrio anterior. Quando terminarmos de retirar os pesos, o
gas encontra-se em um estado termodinadmico final distante do estado termodinamico ini-
cial. E o gas alcangou o estado final seguindo um percurso de estados intermediario que
foram sendo conhecidos enquanto ele sofria as transformagdes infinitesimais.

Se quisermos fazer o gas retornar ao estado inicial pelo mesmo percurso, sera ne-
cessario apenas ir recolocando paulatinamente os pesos em sues lugares originais, e o
sistema voltara usando os mesmos estados do percurso de ida.
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Consideremos 0 mesmo sistema anterior, no mesmo estado inicial. A unica diferen-
¢a da configuracao seria que os pequenos pesos forma substituidos por um unico peso de
mesma massa. Quando esse peso é retirado, o sistema sofre uma mudanga brusca até
atingir o equilibrio. Durante esse processo, para as fungdes termodinamicas de estado
tais como temperatura, pressao, energia interna; ficam indefinidas, pois séo caracteriza-
das apenas em situagdes de equilibrio.

Como nao estamos limitando as possibilidades de interagdo entre o gas e o ambien-
te, as quantidades de calor e trabalho envolvidas no percurso de volta podem ser diferen-
tes das quantidades do percurso da vinda.

No percurso inicial, quando retiramos o peso, o gas enfrentou um processo de forte
desequilibrio no qual ndo é possivel definir as fungdes termodinédmicas. Essa € a esséncia
de um processo irreversivel: a impossibilidade de definir os estados intermediarios de
uma transformacéo termodindmica. Como ndao podemos conhecer o percurso utilizado,
nao podemos reverter o processo pelo mesmo caminho.

Existe uma outra faceta que caracteriza os processos irreversiveis. Sado que pro-
cessos que naturalmente acontecem apenas em uma direcao.

Na experiéncia cotidiana percebemos que o calor sempre vai naturalmente do cor-
po mais quente para o mais frio, até que as temperaturas se equilibrem. Mas nunca acon-
tece o contrario: o calor naturalmente ir do corpo mais frio para corpo o mais, esquentan-
do o mais quente e esfriando o mais frio. Essa frase anterior chega a incomodar do ab-
surdo que ela reflete. Porque acontece isso se as duas transformagdes sédo equivalentes
em termos energéticos: a energia seria conservada em ambas as situagdes.

As mudangas que acontecem com a energia dentro de um sistema fechado nao
impdem o sentido de processos irreversiveis. Essa direcdo € imposta pela analise da va-
riacdo de uma outra grandeza termodinamica: a entropia. A entropia esta associada com
o grau de organizagado de um sistema. E esse grau de organizagéo ndo pode nunca dimi-
nuir naturalmente.

Quando um sistema esfria significa que diminuiu a sua energia interna e, portanto a
amplitude de seus movimentos, o numeros de graus de liberdade. Isso implica em torna-lo
mais organizado. Nessa situagao, esfriar o sistema significaria diminuir a entropia, e por
isso em um sistema isolado a temperatura nunca diminui.
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Maquinas térmicas

Maquina térmica ou motor € um dispositivo que extrai energia do ambiente, na for-
ma de calor, e realiza trabalho util. No interior de toda maquina térmica esta uma substan-
cia de trabalho, que sofre as transformagdes termodindmicas que possibilitam as mudan-
cas de forma da energia.

Para que uma maquina funcione de maneira permanente é necessario que ela ope-
re em ciclos, ou seja: a substancia de trabalho passa por diversas transformagdes termo-
dindmicas até retornar ao estado inicial, completando um ciclo.

De modo geral as maquinas térmicas operam em ciclo entre duas fontes térmicas
com temperaturas diferentes. Uma maquina térmica retira calor da fonte quente e rejeita
parte desse calor para uma fonte fria e transforma essa diferenga de energia em trabalho
mecanico.

Uma maquina de Carnot

Em um ciclo de uma maquina de Car-
not a substancia de trabalho passa por qua-
tro processos diferentes, onde dois proces-
sos sao isotérmicos (ab e cd) e os outros
dois processos sao adiabaticos (bc e da).

T2

O sistema absorve uma quantidade de calor Q; -
isotermicamente a uma temperatura T, quando vai
do estado a para o estado b . E de maneira equiva- Q;
lente, o sistema rejeita uma quantidade de calor Qy l
isotermicamente a uma temperatura T; quando vai =) W
do estado ¢ para o estado d . As transformacdes l
entre os estados b e ¢, bem como entre os estados Q
d e a acontecem adiabaticamente, ou seja: sem :]
que ocorra troca de calor com o ambiente.

T;

O trabalho executado pelo sistema quando acontece a transformagao isotérmica
entre os estados a e b é calculado como:

Wab = japdv
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e considerando a substancia de trabalho como um gas ideal, temos que:

_HMRT
v
ou seja:

a

W, = uRT, j [dv _ﬂerln(éj

a

De maneira equivalente calculamos trabalho executado pelo sistema quando acon-
tece a transformacao isotérmica entre os estados ¢ € d como sendo:

W,, = uRT, j— =uRT, In(\\; J

c

Considerando que a substancia de trabalho é um gas ideal, a sua energia interna
depende explicitamente apenas da temperatura, e desse modo ela se mantém constante
ao longo de uma transformagéo isotérmica. Ou seja:

E(T,)=E, =E,

Tendo em conta a primeira lei da termodinéamica

dE =dQ -dW
encontramos que:

=Q,-W, = Q=Q,=W,

AE, =Qy-W, = Q=Q,=W,

v,
&_Wab zﬂRTIn(/)
()

Ainda considerando as propriedades de um gas ideal, quando ele é submetido a
uma transformacéao adiabatica, temos que:

ou seja:

TV’ = constante
ou seja:
TV, =TV

T2VaY71 = T1Vd74
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be_1 ch_1 Vb Vc Vd
—=—>= = In—2>|=In =% |=-In &
Vay de Va Vd Vc

Vd
Q1 _ ch _ ﬂREIn( A?j T1

Q, B Wa, B ﬂRTz(\%j T,

Eficiéncia de uma maquina de Carnot

logo:

e finalmente

A eficiéncia de uma maquina térmica qualquer € definida como a sua capacidade
de transformar calor em trabalho. Ou seja:

oz trabalho efetivo W,
calor absorvido Q

absorvido

onde o trabalho efetivo é entendido como a soma de todos os trabalhos envolvidos em
cada etapa do ciclo completo, e o calor absorvido é considerado como o soma de todos
os calores absorvidos (positivos), ignorando-se os calores rejeitados (negativos).

Em um ciclo de Carnot, como esse considerado anteriormente:

We = Wap + Weg = [Wap| - |Wedl

onde enfatizamos que W,y < 0 . Por outro lado, o calor absorvido foi Q. > 0. E desse
modo temos que:

W = [Weo| _ Qo[ —1Q] _ Wo| - [Wei]
Q, |Q2| W,,

Q
Q

. 1

ou seja:

g=1—1l
T2

Refrigeradores

Refrigerador € um dispositivo cuja fungéo é transferir calor de um reservatério tér-
mico em uma temperatura mais baixa para um outro reservatorio térmico em uma tempe-
ratura mais alta. Em um processo natural o calor se transfere de um reservatério com
temperatura mais alta para outro com uma temperatura mais baixa. Para conseguir reali-
zar uma transferéncia de calor num sentido contrario ao sentido natural, o refrigerador
necessita executar trabalho na substancia de trabalho.

A regido onde sdo armazenados os alimentos no interior de uma geladeira domés-
tica é o reservatdrio frio, e o reservatério quente é o ambiente que rodeia a geladeira. Pa-
ra um ar-condicionado o reservatério frio € o interior do aposento onde ele esta instalado,
e o reservatério quente € o ambiente externo a esse aposento.
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De maneira semelhante a uma ma-
quina térmica ideal, em um refrigerador ide- p
al todos os processos sao reversiveis.

Em um refrigerador de Carnot temos
um ciclo passando pelos mesmos estados
de uma maquina de Carnot, mas com uma
sequéncia de transformacdes em um senti-
do contrario, como mostra a figura ao lado.

O equivalente a eficiéncia de uma maquina tér-
mica é definido como coeficiente de desempenho de

Qq
T,
um refrigerador K: -

K _ 0quequeremos _ Q|
oque pagamos  |Q,|-|Q,|

Q
Para um refrigerador de Carnot temos que: !

Teorema de Clausius

Quando estavamos analisando o ciclo de Carnot, encontramos que:

Vd
Q w, ”RE'”(/VJ T,

Q, W, B ﬂRTz(\%j T,

Podemos entdo dizer que quando uma maquina térmica realiza um ciclo reversivel
usando duas transformacdes isotérmicas de temperaturas T; e T, e duas transforma-

¢oes adiabatica que partem de uma isotérmica e alcancga a outra, como foi indicado ante-
riormente, nds temos que:

Q,Q

=0
L T

Se tivermos um grande numero de transformagdes reversiveis alternadamente iso-

térmicas e adiabaticas, como na situacédo anterior, de modo que esse sistema complete
um ciclo, poderemos generalizar a equagao anterior como:

Q _
2.7 =0

i i
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A generalizacao da equagao anterior é conhecida como o teorema de Clausius.
Seja dQ a quantidade de calor que um dado sistema troca com o ambiente que o

rodeia, e seja T a temperatura em que se da essa troca de calor; segundo o teorema de
Clausius nés temos que:

aQ . ,
§ R = 0;num ciclo reversivel
C

aQ L ,
§T < 0;num ciclo irreversivel
C

Como foi dito anteriormente, um processo reversivel € composto de pequenos pro-
cessos entre estados termodindmicos muito proximos. Acontece uma pequena mudancga
no estado de equilibrio de um sistema, e ele encontra um novo estado de equilibrio pré-
ximo ao estado inicial.

Apesar da grandeza dQgr/T de modo geral ndo ser uma fungéo de estado, para um
processo reversivel ela comporta como uma funcao de estado, e podemos definir a entro-
pia S como sendo essa grandeza, de tal modo que:

dQ,
=

dsS =

Como a entropia € uma fungao de es-
tado, a diferenca entre os valores de da en- p
tropia de dois estados independe do cami-
nho usado para se ir de um estado até o
outro. Vamos considerar um processo re- f
versivel ciclico, partindo do estado i até o 1
estado f pelo percurso 1 e voltando até o
estado original pelo percurso 2 . Desse 2
modo, temos que: i

aQ
=

1
—
Q
%)
I
o
< v

C
ou seja:
f f
jd8+ jds 0 = jds_—jds jdszjds

i(1) f(2) £(2) i(1) i(2)

Como os percursos 1 e 2 foram escolhidos genericamente, podemos concluir
que num processo reversivel a variacdo de entropia entre dois estados de equilibrio ndo
depende do percurso usado para ir de um estado até o outro.
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A segunda lei da Termodindmica

A primeira lei da termodinémica incorpora ao principio geral da conservagao da e-
nergia o reconhecimento de que calor € uma forma de energia. Qualquer processo cuja
energia total seja conservada € compativel com a primeira lei da termodinamica.

No entanto, existem processos que s6 acontecem em um sentido, sdo os proces-
sos irreversiveis. A segunda lei da termodinédmica da consta desta questdo, assim como
das possiveis maneiras de transformar calor em trabalho.

Enunciado de Kelvin

E impossivel realizar um processo cujo Unico efeito seja remover ca-
lor de um reservatorio térmico e produzir uma quantidade equivalen-
te de trabalho.

Consequéncias do enunciado de Kelvin

- A geracao de calor por atrito a partir de trabalho mecanico é irreversivel.

- A expansao livre de um gas é um processo irreversivel.

- A conducéao de calor, que se da sempre do corpo mais quente para o mais frio, € um
processo irreversivel.

Curso de Fisica Basica - Vol 2 - item 10.2
Moysés Nussenzveig

Enunciado de Clausius

E impossivel realizar um processo cujo tnico efeito seja transferir
calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente.

Variacao da entropia - casos particulares

Transformacao adiabatica reversivel

Em uma transformacdo adiabatica reversivel o sistema nao troca calor com o am-
biente e, portanto:

dQz; =0 = dS=0 = AS=S,-S =0
Variagao da entropia em uma transigao de fase

Em uma transicdo de fase o sistema absorve (ou fornece) calor sem que exista
uma variagao de temperatura:
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e como a temperatura é constante

AS = AQg _ mL
T T

onde m é a massa do sistema e L é o calor latente desse sistema nessa transicdo de
fase.

Variacao de entropia de um gas ideal

De acordo com a primeira lei da termodinamica

dE =dQ-dW = TdS=dQ=dE+pdV
ou seja:

ds =% Pqy
TT

Considerando que para um gas ideal:

dE = uC,dT
p_#R
T V
encontramos:
AS=S, -8 = j ds = j ,uC j R

Se considerarmos o calor especifico constante na regiao de integracao, teremos
que:

T V
AS = S S CI R
s ”(T,J“‘ ”(vj

i

Probabilidade e entropia

Uma amostra de um gas comum contém um numero muito grande de atomos ou
moléculas. Para termos uma idéia da ordem de grandeza de quao grande € esse numero
basta lembrarmos que em um mol de hidrogénio (2 gramas) existem 70?°> moléculas (nu-
mero de Avogadro).
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Para lidar uma grande quantidade de moléculas vamos introduzir conceitos de pro-
babilidade e estatistica, e para tal vamos analisar um gas composto por pouquissimas
particulas.

Consideremos um gas com apenas duas moléculas idénticas, que ocupam um re-
cipiente dividido em duas partes; a parte da esquerda e a parte da direita.

Quais as possiveis configuragdes que esse gas pode apresentar? Podemos ter as
possibilidades mostradas adiante:

A As duas moléculas ocupam o lado esquerdo do recipiente.

2 B Uma molécula ocupa o lado esquerdo do recipiente enquanto
O a outra molécula ocupa o lado direito.

As posicdes sdo invertidas, a molécula que na configuragéo
C anterior ocupava o lado esquerdo passa a ocupar o lado di-

2 01 ) e ; ; - .
! reito do recipiente, e a molécula que na configuragéo anterior
O ! O ocupava o lado direito passa a ocupar o lado esquerdo do
recipiente.

1 2 D As duas moléculas ocupam o lado direito do recipiente.
Mas afinal, esse gas de duas moléculas se apresentara em qual configuragao? Es-
sa situagao se apresenta de uma forma nova, pois o0 gas pode se apresentar em qualquer
uma das configuragdes. A pergunta deve ser feita de uma maneira diferente: qual a pro-

babilidade do gas se apresentar em cada uma das configuragdes? Para responde a essa
pergunta vamos construir uma tabela:

Configuracéo | Molécula 1 Molécula 2 Ng Np N° estados | Probabilidade
A E E 2 0 1 1/4
B E D 1 1
Cc D E 1 1 2 2/4 =1/2
D D D 0 2 1 1/4
Total 4 1

Noés temos dois estados equivalentes, e sdo aqueles associados com as configura-
cbées B e C. O total de estados acessiveis para as duas moléculas, nestas circunstan-
cias, ¢ 2" =22 =4 Considerando que cada uma das configuragdes sao igualmente pro-
vaveis, a probabilidade de encontrar o sistema em cada uma delas ¢ 2 . Como temos
duas configuragbes equivalentes (B e C), a probabilidade de encontrar sistema em uma
delas é 2.(1/4) = »2 . As duas configuragdes sao equivalentes (B e C) por que sao indis-
tinguiveis, ndo se pode distinguir em qual das configuragdes o sistema esta.
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Para tentar entender o comportamento de um gas real, devemos analisar um gas

com um numero cada vez maior de moléculas. Nesse sentido, vamos refazer os calculos
anteriores considerando dessa vez um gas com 4 moléculas.

N=4
Molécula N° de Probabilidade
1 2 3 4 Ng Np estados P(ng, np)
(] A
E E E E 4 0 ~lo 16 2*
D E E E A (4} 4 1 (4}1
E c D £ 1 16 4 1)2
E E E D
D D E E
RN )| 535
D E E D 2 2 = Ao Yy
£ D D £ 2 16 8 22
E D E D
E E D D
ARARAE SAIEREGE
D E D D 3 16 4 3/)2
E D D D
(] T
D D D D 0 4 “la 16 24
Totais | 16 = 2* 1

|

Estamos usando a notagao:

"

N (N
Cn(N-n) N—nj

E possivel generalizar os resultados obtidos para a situagdo onde o sistema é

composto por um numero N de moléculas. As probabilidades calculadas para cada uma
das situacoes tém a forma:

Poena) = |

1
N

0,60

P(n,N

0,20

0,00

0,00

N=2,4,8, 16,100

0,40 4

=

P(n,N

025 0,50
n/N

1,00

0,030

0,025

0,020

0,015

0,010

0,005

0,000

0,00

0,25

0,50
n/N

0,75 1,00|
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Como mostra a figura anterior na medida que aumenta o numero N de moléculas
do gas o maximo em torno de ng = np vai se tornando cada vez mais agudo. Podemos
entender que quando N for pequeno, nao sao muito diferentes as probabilidades do sis-
tema ocupar um de seus estados acessiveis. No entanto, quando N assume valores a-
preciaveis, existe uma grande quantidade de estados equivalentes em tornode nge=np e
desse modo existe uma grande probabilidade do sistema ocupar um estado onde ng = np
onde o numero de moléculas na parte esquerda do recipiente é igual ao numero de molé-
culas na parte direita do recipiente.

Curso de Fisica Basica - Vol 2 - item 12.5

Moysés Nussenzveig

Uma visao estatistica da entropia

No item anterior encontramos que o numero de estados acessiveis W(N, ng) para
uma dada escolha de ng, ou seja, a multiplicidade de estados com essa mesma caracte-

ristica € dado por
N ! N
W(N,n.) = = _ N =
n) n(N-n) (N-n

O Fisico austriaco Ludwig Boltzmann deduziu uma relagéo entre a entropia S de
um sistema e a multiplicidade W(N, ng ) , e essa relagédo tem a forma:

S=kgln W

Calor, trabalho e energia

Calor é a energia que se transfere de um corpo para o outro corpo devido a uma di-
ferenca de temperatura entre eles.

Trabalho € a energia que se transfere de um corpo para o outro devido a uma forga
que age entre eles.

Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 13



Prof. Romero Tavares da Silva

Solugao de alguns problemas

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

01 |Uma amostra de 2,5moles de um gas ideal se expande reversivel e isotermicamen-
te a 360K até que o seu volume seja dobrado. Qual o aumento de entropia do gas?

u=2,5moles
T = 360K
Vi=2V,

Para um gas ideal a energia interna é fungdo apenas da temperatura, e desse modo
em uma transformacgao isotérmica a energia interna nao varia. Considerando a pri-
meira lei da termodindmica, para uma transformacao isotérmica ( dE = 0) , temos
que:
dE=dQ-dW = dQ=dW=pdV

Por outro lado:
_dQ_dw _pdv _ dv

T T T v

dS

onde a ultima igualdade € uma consequéncia da equagédo de estado para um gas
ideal. Integrando a equacgéao anterior, temos que:

Vv
cdV %4
AS=S,-S, = uR|— = puRIn| L | = uRIn2

)

AS = 14,41 J/KK

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

06 |Um gés ideal monoatdémico a temperatura inicial T, (em Kelvins) se expande do

volume inicial V, até o volume final 2V, , por
cada um dos processos indicados na figura ao 30
lado. No processo AF a temperatura final é 25
de 0,63T,.

Em que processo a expansao é:

a) isotérmica

b) Isobarica (presséo constante)
c) adiabatica

Explique as suas respostas.

-
o
|

Temperatura(T0)
(¢)]

0,5 1

d) Em quais dos processos a entropia do gas

L Volume(V0)
diminui?

Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 14
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a) Numa expanséao isotérmica de um gas temos que, obviamente, a temperatura
permanece constante e, portanto isso acontece no processo AE .

b) Numa expanséo isobarica de um gas ideal temos que:

_HR _Vy A T, =T, Ve = 2T,
p T 4

~|<

e, portanto isso acontece na expansdao AC .

¢) Numa expanséo adiabatica de um gas ideal temos que:
pV’ =const = TV’ =const

Para um gas ideal monoatémico:

5R
Co 2 5 2
= — = — _1 - —
’7¢, 3R 3 7773
2
e desse modo:
71
T,.\/,.V’1 = TfV/’1 oo T =T, L = Lz’ = 0,629T,
V, zé

e, portanto isso acontece na expansao AF .

d) Numa expansao isotérmica desse tipo, como mostrado no problema 06, a en-
tropia varia da forma:

AS=S, -S, = ﬂRj——ﬂRln(m uRIn2 >0

Numa expanséo adiabatica dQ = 0 e desse modo A4S =0
Numa variagdo genérica em um gas ideal temos que:
dQ=dE+pdV=uCydT +padV

ou seja:

as =92 _ yc o +Pav = uc,dr + iRV
T T %

T, Vv,
AS = uC, In RIn
g (TJ“’ (VJ

Numa expansao isobarica desse tipo

e, portanto

AS = (uC, + uR)In2>0

Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 15
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Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

07 |a) Qual a variagdo de entropia de um cubo de gelo de 12,09 que se derrete com-
pletamente em um balde de agua cuja temperatura esta logo acima do ponto de
congelamento da agua?

m = 12,09 = 0,012kg
T=0°C =273K
Lr = 79,5cam/g = 333x10°J/kg

- mTLF ~1463J 1K

AS =

=0

b) Qual a variagdo de entropia de uma colherada de 5,09 de agua que evapora
completamente em cima de um prato quente cuja temperatura esta ligeiramente
acima do ponto de ebulicdo da agua?

m = 5,09 = 0,005kg
T=100°C = 373K
Ly = 539cam/g = 2.256x10°J/kg

- mTLV 30244 /K

AS =

=0

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

09 |Em um experimento, 200g de aluminio (com calor especifico de 900J/kg.K) a
100°C s3o misturados com 50,0g de agua a 20,00C , com a mistura termicamente
isolada.

a) Qual a temperatura de equilibrio?

ma = 200g = 0,2kg ma = 50g = 0,05kg
Ca = 900J/kg.K ca = 1cal/g °C = 4.190J/kg.K
T, = 100°C = 373K Ta =20°C = 293K

Como o sistema composto por aluminio e agua esta isolado, ele nao troca calor
com a vizinhanga, e desse modo:

AQ=4Qs + AQa =0
e desse modo alcangam uma temperatura de equilibrio T :

My Ca (T-Tg) +maca(T-Ts) =0
ou seja:
3 m,c,T, +m,c,T,
m,c, +m,c,

T =56,97°C = 329,97K

Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 16



b)

c)

d)

Prof. Romero Tavares da Silva

Qual a variagao de entropia do aluminio?

:@z medT
T T

Tt
as AS=Sf—S,:mcj£=mcln(£j
7 T T,

1

ou seja:
AS, =m,c, In[TLJ =-2207J/K

a

Qual a variagao de entropia da agua?

AS, =m,c, |n(TLJ = +2486J /K

A
Qual a variagao de entropia do sistema agua - aluminio?

AS = AS,; + AS, =  AS=+42,79J/K

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

11 | A figura abaixo mostra dois blocos idénticos de massa m = 1,5kg . O bloco E da

a)

Cap 21

esquerda esta a uma temperatura T = 60°C e o bloco D da direita esta a uma
temperatura Tjp = 20°C . Os blocos estdo em uma caixa isolada termicamente e es-
tdo separados por uma divisoria isolante. Quando levantamos a divisoria, os blocos
acabam chegando a uma temperatura de equilibrio T;= 40°C .

E D

Qual a variagdo de entropia resultante do sistema de dois blocos durante esse
processo irreversivel?
Depois que a diviséria isolante é retirada, os blocos trocam calor até atingirem o
equilibrio térmico. Ou seja:

AQ =AQe + AQy =0

me(T-T,)+me(T-T,)=0 .. T=-2

Para calcular a entropia neste processo irreversivel, usamos o fato que a entropia
€ uma fungao de estado e, portanto o seu valor depende apenas do estado em
que se encontra, ndo importando o processo através do qual alcangou este esta-
do. Podemos imaginar que cada um dos blocos alcangou o seu estado final atra-
vés de processos reversiveis.
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Por exemplo, cada um bloco poderia ter a sua temperatura modificada lentamen-
te através da troca de calor com um banho térmico (reservatério) adequado até
que atingissem a temperatura de equilibrio original T . Desse modo podemos
calcular a variagao de entropia para cada um dos blocos:

Ty
dszﬂzmcﬂ AS:chﬂzmcln L
T T T, T T
ou seja:
AS, = mcln(Lj
Te
AS, = mcln(Lj
Td

2 2
AS; =AS, +AS, =mc4ln T L= memn| Z— | = meln —(T9+Td)
Te Td Ter 2Ter

No entanto:
2
(T, +T,F =T2+T242T,T, - (T,+T,0 >2T.T, = (USAPY
2T, T,
ou seja:
2
i Tt Tl | g

2T T,
e, portanto

AST >0

b) Mostre que se o processo acontecesse no sentido inverso, a entropia do sistema
diminuiria, violando a segunda lei da termodinamica.

Se o processo acontecer no sentido inverso

AS! =mc In[T—"‘J
T

AS) =mc In(T—dj
T

AS; =AS! +AS] =mcIn LT"Z <0
(T, +7,)

Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

18 | Um cilindro contém x moles de um gas ideal monoatdmico. Se o gas sofrer uma

expansao isotérmica reversivel do volume

inicial V; até o volume final Vfao longo

da trajetéria |/ da figura ao lado, a sua
variagao de entropia é:

V,
AS = uRIn|

I

Pressao
Il

Agora considere a trajetéria /I da figura

ao lado, que leva o gas do mesmo estado 0
inicial / até o estado x por meio de uma

expansao adiabatica reversivel, e depois
deste estado x até o mesmo estado final

f por meio de um processo reversivel a volume constante

a) Descreva como vocé poderia realizar os dois processos reversiveis para a traje-
toria 11
b) Mostre que a temperatura do gas no estado x é dada por:
2/3
T=T|
Vf
A transformacao ix é adiabatica, e numa transformacao desse tipo para um gas
ideal temos que:
pV’ =const = TV’ =const TV =TV
mas
5R
Co 2 _5 2
= 0 = — _1 - —
"¢, 3R 3 7T 73
2
ou seja:
2/3
T=T|
Vf
c) Qual a energia Q, transferida sob a forma de calor ao longo da trajetéria / e a
energia Q transferida sob a forma de calor ao longo da trajetéria I/ ? Elas séo
iguais?
Ao longo da trajetéria I temos um processo isotérmico. Considerando a primei-
ra lei da termodindmica, para uma transformagéao isotérmica ( dE = 0) , temos
que:
dE=dQ-dW = dQ=dW=pdV
Ou segja:
Cap 21 www. fisica.ufpb.br/~romero 19



d)

e)

Cap 21
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dv

d
dQ = uRT Y
HEEy

Vv
fdV 4
Q = uRT, == = uRTIn| L

i

Ao longo da trajetéria /I temos um processo adiabatico (ix ) e um outro isovo-
lumétrico ( xf) . Ou seja:

Qi = Qi + Qx

Como no processo adiabatico nao existe troca de calor temos que Qi = 0 . Para
0 processo isovolumétrico, temos que A4V, = 0 .Usando a primeira lei da termo
dinamica, temos que

dQyr = dExs + p dVyy
ou seja:

def = dExf = :uCVdef Qxf = IUCV (Tf - TX)

Qual a variagao da entropia AS para a trajetéria /Il ?A variagdo de entropia para
a trajetéria /| éigual a ela?

_dQ, dW, paV
T T T

dv
- R
HR7y

ds, = AS, = ,uRIn[éj

1

Como o processo ix é adiabatico, temos entdo que A4S, = 0 e, portanto:

dq,
dS, =dS,, =+ =—"%=uC, —*

T
T T = AS, =uC, In(T—f]

X

Por outro lado

e, portanto

onde encontramos que:
AS/ = AS//

Calcule Tx, Q/, Qs e AS para u=1,T=500K e V:/Vi=2.
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Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

19 | Um mol de um gés ideal percorre o ciclo da figura a seguir.

a)

b)

Cap 21

Qual o trabalho realizado pelo gas para ir Ap
do estado a ao estado ¢ ao longo da tra- c
jetéria abc ? 2po

Woape = Wap + Wi po -a- : b

Como o processo bc € isovolumétrico, o »V/
trabalho para realiza-lo é nulo, e desse Vo 4V,
modo:

v, v,
Wabc = dev =P, J-dv = pa(vb _Va)= 3p0V0
v, v,

Quais as variagbes de energia interna para irde b para c¢ e para percorrer um
ciclo completo?

3 3
dE = uCydT .. AE, = IUCV(TC _Tb): E(ﬂRTc —yRTb)z E(pcvc _pbvb)

3 3
AEbc = E [(2p0 )(4\/0 ) - (po )(4\/0 )] = E (4P0Vo ) = 6:00\/0 = GIURTO

Como a energia interna € uma funcao de estado, a sua variagdo em um ciclo
completo é nula.

Quais as variagbes de entropia para ir de b para ¢ e para percorrer um ciclo
completo?

Como o processo bc ¢é isovolumétrico, o trabalho para realiza-lo é nulo, e desse
modo a primeira lei da termodinamica toma a forma:

dQ,. =dE,, = uC,dT,,

Mas
dQ daT
dS,, = —*%=puC, —*=
bc T H v T
logo
;
sdT T,
AS, =uC,|—=uC, In| =%
e = M Vf[ T HLy ( bJ
No entanto
. PV, o ) 3
oo SHR _Pe _ZPo 5 A, =2 uRIN2
T. PV, Ps  Po 2
UR

Como a entropia € uma funcao de estado, a sua variagdo em um ciclo completo é
nula.
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Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

23 |Um motor de Carnot opera entre 235°C e 115°C , absorvendo 6,3x70%J por ciclo
na temperatura mais alta.

a) Calcule a eficiéncia do motor.

T, = 235°C = 508K
T, = 115°C = 388K

Q. = 6,3x10%J
pot-Tp 138 02360 = s(%)=2362%
7.~ ' " 508

b) Quanto trabalho por ciclo este motor é capaz de realizar?

g:m = W =£Q, =148x10*J

a

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

27 |Um mol de um gas ideal monoatdmico percorre o ciclo reversivel mostrado na figura

ao lado. O processo BC ¢é uma ex-
pansao adiabatica, com pg=10atm e
Ve =10°m>.

©

g1 B

a) Determine a energia adicionada
ao gas sob a forma de calor.

Adiabatico

Presséo

PA: A oC
ps = 10atm = 1,013x10°Pa
Vg =10°m? ‘ T T ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Volume (Vb)
Como a transformacado BC é
adiabatica:

5

v, Y v, \? p
PsVs =pVeé = pc = pB(iJ = ps[s\js) S Pe = 3_;

Q7 =Qas + Qsc + Qca

Como o processo BC é adiabatico, temos que Qgc = 0 . Por outro lado, o pro-
cesso AB é isovolumétrico, de modo que o trabalho dWjys = 0 e, portanto a pri-
meira lei da termodindmica toma a forma:

dQue=dEpp +dWag = dQas=uCvdTas .o Qas=puCv (Ts-Ta)
3 3 3 p
Qup = E(ﬂRTB - uRT, ) = E(pBVB - pAVA): E(pBVB _3_;\/5)
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3 31
=—.—p,V, =147,20J
Q5 2 32p5 B

dQca = dEca + dWepa = ,uCVdT + pdV
ou seja:
Qca = uCv (Ta-Tc) +pa(Va-Ve)

3 5
Qca ZE(pAVA _pCVC)+pA(VA _VC)ZEpA(VA _Vc)

o

BV, -8V,)= —§.lpBVB = -55,39J

5
Qs T2 2732

w
N

E facil concluir que Qas é a energia adicionada ao gas sob a forma de calor.

b) Determine a energia que deixa o gas sob a forma de calor.

Por outro lado, também é facil concluir que Qca € a energia que deixa o gas sob
a forma de calor.

c) Determine o trabalho resultante realizado pelo gas.
W = Qas + Qca = 147,20J - 565,39J = +91,81J
d) Determine a eficiéncia do ciclo.

e= V- 981 _ 6037
Q,, 14720

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker |

29

Um mol de um gas ideal monoatdmico percorre o ciclo mostrado na figura ao lado.
Suponha que p = 2po; V = 2V, ; po=1,01x10°Pa

A

e Vop=0,0225m".

a) Calcule o trabalho realizado durante o ciclo B > C
2 v.p

Wabcda = J.pdv = (p —Po )(V _VO) % 1 Jv
abcda o
L Vo, pol__
Wapesa = (2p0 —Po )(2\/0 -V, ) = PoVo A D
Wabcda = 2.272,50J Volume

b) Calcule a energia adicionada sob a forma de calor durante o tempo ABC do mo-
tor.
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Qabe = Qap + Qe

3
dQ,, =dE,, = uC,dT . Qu = uCy (T, ~T,) =5 (uRT, - uRT,)

Qs =5 (Vs = V)= 51200 Vo)~ (o V6 )1 = 2 PoVi

2 2
Qap = 3.408,75J

dQ,, =dE,. +dW,, = uC,dT, +pdV,. .. Q, =uC, (Tc - Tb)+ Py (Vc - Vb)

3 5 5
Qe = _(pch _pbvb)+pb(vc _Vb): pr(vc _Vb): 5(2:00)[(2\/0)_\/0]: 5peVs

2
Qpe = 11.362,50J
e, portanto

3 13
Qupe = Epovo +5p,V, = ?Povo

Qabe = 14,771,25J

c) Calcule a eficiéncia do ciclo.

W abosa _ PoVo _2_ 0,1538
Qabc E 1 3

V,
5 PoVo
&%) = 15,38%
d) Qual a eficiéncia de um motor de Carnot operando entre as temperaturas mais

alta e mais baixa que ocorrem no ciclo? Como essa eficiéncia se compara com a
calculada em (c) .

7 _PVa [PV T _PoVe _of PVo | _or
° R UR b UR UR @
T o PVe g PVo)_4r 1, = PVs _of PVo | _op
UR UR UR UR
o =1-To_q-Ta _3 _g75
T 4T, 4

c a

ec(%) = 75%

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

30 |No primeiro estagio de um motor de Carnot de dois estagios, a energia Q; é absor-
vida sob a forma de calor a uma temperatura T; , o trabalho W; é realizado e a
energia Q. é expelida sob a forma de calor a uma temperatura T, .0 segundo esta-
gio absorve essa energia Q:, realiza o trabalho W, e expele a energia Q3 a uma
temperatura ainda mais baixa T3 . Prove que a eficiéncia do motor de dois estagios é
(T1-T3)/Tq.
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absorve Q,emT, absorveQ, emT,
Estagio 1 produz W, Estagio 2 produzW,
rejeitaQ, emT, rejeitaQ, emT,

Essa maquina interage com a vizinhanga absorvendo Q; numa temperatura T;,
rejeitando Qs numa temperatura T3, e produzindo um trabalho Wr= W; + W, . Em

outras palavras:
Wr=W;+ W, =|Q] - |Q3

W, Q@] Q] B
&= = =1- =1-_=
Q| Q| Q| T T

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

32 | Um mol de um gas ideal é usado como substancia de trabalho de um motor que ope-
ra no ciclo mostrado na figura abaixo. BC e DA s&o processos adiabaticos reversi-

veis
Ap
a) O gas é monoatémico, diatbmico ou
poliatbmico? po [A B
Como o processo BC é adiabatico,
temos que:
psVs = pVE \\.
y po/32 : C
p_B _ V_C : : >
Pc VB Vo 2Vo 8Vo 16V0 74
y
Po (Vo) gl o In32 =yIn8
Po 2V,
32

_In32 _5In2 _5
" n8 " 3In2 3
Para um gas monoatémico:

5R
G _ 2 5
"7c, 3R 3
2

e, portanto o gas utilizado € monoatémico.

b) Qual a eficiéncia do motor?
dQ=uCydT + pdV

Se a transformacgéo entre os estados inicial e final acontece com a pressao cons-
tante, temos que:
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dQ=u CydT + pdV
Se a transformacédo entre os estados inicial e final acontece com a pressao cons-
tante, temos que:
Qi = uCv (Tr- Tj) + pi(V- Vi)

3 5
Q; ZE(prf_ini)+pi(Vf_\/i) = Qifzapi(vf_vi)

Desse modo:
5 5 5
Qpp = EpA(VB _VA)= Epo(zvo _Vo)= Epovo
Qsc = 0, pois se trata de um processo adiabatico
5 5p 5

Qcp = Epc(vo -V, )= 5-3_;(8\/0 -16V,) = —ngVO

Qpa = 0, pois se trata de um processo adiabatico
Usando a primeira lei da termodindmica, temos que em um ciclo:

5 5 15
W =Qu +Qqp :(Epovoj“‘[_gpovoj =§p0V0

15p Vv
5 PoVo
g:QAB+QCD: w _8 :§=0,75 = &%) =75%
Qs Qus 5 4
Epovo

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

33 | A operagéo de um motor a gasolina de combust&o interna esta representada pelo

ciclo na figura ao lado. Suponha que a N
mistura gasolina - ar de admissdo é um 3p+ 2
gas ideal e use a razdo de compressdao Centelha
4:1(V4=4V,) . Suponha que p, = 3p7. diabatico
pP1 1 3

a) Determine a pressao e a temperatura Tbmada de ar

em cada um dos pontos de vértice do Adiabati 4

diagrama p - V, em termos de ps, Ty, >

e arazdo y entre os calores especi- Vi 4V, v

ficos molares do gas.

T, = PV T, =4"T,
| =

UR V.Y
p.Vy =psVs o py = pz[_zj

T, = ngz _ (3p1,)3/1) _3 p1¥1 - 3T, Y
H H H p3=@m{m%j=347m

1
r_PVa B47pJav) 4 4(ﬂ j

UR - UuR UR

T, =34"T,

_ iy,
(4_7p1X4V1):41y(P1_V1j P, —(p1{V1J =4"p,

UR

T,
UR UR
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b) Qual a eficiéncia do ciclo?
Qr=Qu2+ Qo3+ Qs34 + Qqy
Como as transformagbdes 23 e 41 sao adiabaticas, temos que:
Qa3+ Q=0

As transformacdes 712 e 34 acontecem a volume constante, e quando usamos
a primeira lei da termodinamica, temos que:

dQir=dEir= uCvdTy = Qi=uCy(Ts-T)
e desse modo:
Q12 = IUCV (Tz - T1 ) = ,UCV [(3T1 ) - (T1 )] = 2!‘CVT1

e
Qyy = 4C, (T4 -T, ) = uC, [(4177 T, )_ (3'417 T )] =2.4" uC, T,
e finalmente
g = 1_ |Q34| — 1_ 2.41*7 IUCVT‘I — 1_ 41—y
|Q12| 2uC, T,

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

35 |Um condicionador de ar de Carnot pega energia da energia térmica de uma sala a
70°F e a transfere para um ambiente externo, que esta a 96°F . Para cada Joule de
energia elétrica necessaria para operar o condicionador de ar, quantos Joules de ca-
lor serao removidos do quarto?

Te = 70°F Te = 294,26K
Ta = 96°F To = 308,70K

Para efetuar as transformagdes das escalas de temperatura, usamos que:

n:%n+w
= T, = 273,15+§(TF -32)
T, =T, -27315

O coeficiente de desempenho de um refrigerador de Carnot é definido como:

Qe T
W |Q|-|Q To-T:

x=20,37

E, portanto podemos dizer que para cada Joule de trabalho W fornecido pelo motor
elétrico serao retirados 20,37Joules de calor do quarto.
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Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

37

Uma bomba térmica é usada para aquecer um edificio. A temperatura externa é de
-5,0°C , e a temperatura dentro do edificio deve ser mantida a 22°C . O coeficiente
de desempenho da bomba € de 3,8, e a bomba térmica entrega 7,54MJ de calor
para o edificio a cada hora. Se a bomba térmica for um motor de Carnot trabalhando
no sentido inverso, a que taxa deve-se realizar trabalho para fazer funcionar a bomba
térmica?

Tr=-5°C = 268,15K |Qql /t = 7,5 x 10° Joules/hora
To = 22°C = 295,15K k=38
Q| Q| K
=l Q| =—IQ
w o]~ %l
portanto
_lol-o.l -1 e W1 (@
Wl =l s Pt

P = 1,56 x 10°J/hora = 434,02 watts

Capitulo 21 - Halliday, Resnick e Walker

41

Um motor de Carnot trabalha entre as temperaturas T; e T, . Ele aciona um refrige-

rador de Carnot que trabalha entre as
temperaturas T; e T, . Determine a

T,
razdo Q/Q; emtermosde T;, To, Ts _ T—

e T4
A eficiéncia de uma maquina de Car- Qs l
not & definida como: ' Q;
&= w _ |QO|_|QF| z
|QQ| |QQ| Q: l I Qq
O coeficiente de desempenho de um
refrigerador de Carnot é definido como: :] :]
< - T 7
w |QQ|_|QF| To _TF
Considerando que: |Q1|_|Q2| 1 T,
1 — fonte quente |Q1| T
2 — fonte fria
3 — fonte quente o Q] T,
4 — fonte fria Bl Q||| CT,-T,

Por outro lado, como a maquina e o refrigerador estao conectados, os trabalhos
envolvido em ambos os processos sao iguais, ou seja:

W=1Qi - Q2| =[Qs| - [Q4
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[l

k=it - Ql=-2"|Q
a-e] = T
Logo
_w|_ Q) _ Kk |Q
EK=—=—="—"77 EK=— "
Q| w Q| T+x [Q|
ou seja:
Q| {1+Kj
—=lex)—|=cll+k
SRy e EE
ou ainda:
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44 | Uma caixa contém N moléculas de gas igualmente divididas entre as suas duas me-

a)

b)

Cap 21

tades. Para N =50:

Qual a multiplicidade desta configuragao central?

Se um sistema tem N componentes idénticos que podem ocupar duas situacoes
distintas, a multiplicidade de um estado com n componentes em uma situagao e
os coponentes restantes N-n na outra situacéo € dada por

» N

AT
Na situagao especifica do problema, temos que:

|
cz - 9% 4o6x10m
25!25!

Qual o numero total de microestados para o sistema?

O numero de microestados de um sistema com N componentes que podem o-
cupar duas situagdes, é dado por 2", nesse caso temos:

2°0=1,13x10"
Que percentagem de tempo o sistema gasta em sua configuragao central?

Como todos os estados séo igualmente provaveis, o sistema passara em tese o
mesmo tempo em cada um desses estados. No entanto os estados tém multipli-
cidade diferentes e desse modo o sistema passara um tempo z(N,n) em um de-
terminado estado proporcional a probabilidade da ocorréncia deste estado, ou
seja:
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_ multiplicidade doestado _ Cj,

N,n) = =
( ) numero total deestados 2"
Ca
7(50,25) = 250 =0,111
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