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Fisica Geral e Experimental 111
Introducéo ao Eletromagnetismo



Introducao

Em 1864 James Clerk Maxwell publicou o trabalho “Teoria Dindmica do Campo Eletro-
magnético” (Dynamical Theory of the Electromagnetic Fields) no qual apresentou as
equacdes que unificavam os campos elétrico e magnético.
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Lei de Gauss Lei de Faraday Leide Gaussp/B  Lei de Ampere/Maxwell

Mostrou, além disso, que tais equacOes prediziam a existéncia de ondas naqueles
campos, ou seja, as ondas eletromagnéticas. Maxwell também identificou essas ondas
como luz. Sendo assim, as equacOes de Maxwell ndo somente unificam os fendbmenos

elétricos e magnéticos, como também os oticos.

Entéo, partindo das equactes de Maxwell, vamos aqui obter as correspondentes equacoes
de onda para os campos E e B e analisar, brevemente, algumas de suas propriedades.



Equacéao de Ondas para 0os Campos EeB

Suponhamos a situacdo onde:

—

E=E(zt), B=B(zt), p=0 ¢ J=0

que corresponde ao caso simplificado onde imaginamos estar longe das fontes de
campo, tal que eles dependem somente de uma coordenada espacial e do tempo, numa
regido sem cargas nem correntes. Calculando o divergente destes campos, temos:

Calculando o rotacional, temos:
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Aplicando estes resultados nas equacdes de Maxwell, obtemos:

(1) Lei de Gauss v.E=P
€0

(2) Lei de Gauss para 0 campo magnetico
(n&o existéncia de monopolo magnético)

(3) Lei de Faraday

(4) Lei de Ampere/Maxwell
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Entdo podemos concluir imediatamente que E:z e Bz sdo constantes, ou seja, a compo-
nente z dos campos elétrico e magnético ndo dependem da posi¢cdo nem variam com o

tempo. Estas constantes sdo normalmente adotadas como nulas!

Das outras duas relagoes .... [~ OE, . OE, . 0B, . 0B, .
——2 X+ y=- X— y
J 0z 0z ot ot
dBy . 0B, . OE, . OEy .
y X X y
——X+ = lpE —
& P Y = Ko 0[ ot ot yj
... obtemos:
oky _ 0B, By _ + g€, 8& relacdo entre Ey e Bx
0z ot 0z ot
oB oB
OE 4 __ Y y _ — 1y &, = relacao entre Ex e By
0z ot 0z ot

que diferem, somente, pelas substituicbes Ex — Ey e By — -Bx
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Usando o mesmo tipo de procedimento que o adotado anteriormente com:

0°B, 0°B, 0°E, 0°E,
otz ozot otz ozot
Obtemos o par de equagoes:
0°B, 1 0°B 0°E, 1 O°E
X X — O Y . Yy _ O
@tz o€ 822 81:2 Mo€g 522




Entéo, partindo das equacOes de Maxwell e das suposicoes feitas inicialmente, ou seja

E=E(zt), B=B(zt), p=0 e J=0

obtemos:

—

E B

X| 9°E, 1 0°E, 0 0°B, 1 0°B, 0
5t2 o€ 522 atz Mo€g 822
2 2 2 2

9 8Ey_ 1 8Ey:O GBy_ 1 6By:0
ot? o€y 0z° ot? Mo€p 0z°

VA E, = Const. B, = Const.




Resumidamente, temos para as componentes X e y dos campos, equagdes do tipo:
2 2
of 1 o°f
2 a2 A2
ot® 97 oz
que corresponde a uma onda se propagando na diregdo z com velocidade

1

v Ho€o

Na direcao de propagacao teremos campos constantes, via de regra considerados nulos.

0 Equacéao da Onda

9 = Velocidade de Propagacao

Cabe salientar as relacédo entre os pares (Ex,By) e (Ey,Bx), perpendiculares entre si e
também a direcdo de propagacéo.

NOTA:
Usando os valores numéricos de Lo e €0 obtemos 9 = 2.99792x108 m/s = C 11!



Ondas Eletromagnéticas Planas

Considerando as expressoes obtidas na se¢ao anterior, ou seja,

B B

S 0°E, 1 0°E, ) 0°B, 1 9°B, _,
ot*  c¢® az° ot>  c? 0z°

g 0°E, 1 O°E, . 0°By, 1 0°B, )
ot°  ¢* 0z° ot  c¢* 0z°

Z E, =Const. B, =Const.

onde:
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C =

eSomente Ex e By

sao de interesse.

As demais componentes
sao consideradas nulas.

J

vamos supor, no presente contexto, que:

E, (z,t)=E, (z—-ct) e By(zt)=B(z-ct)




Sendo oL = Z - Ct, temos:

o, OE, da OE,
0z oo, 0Z ou,

0E, OE, do
ot oa ot

OE,
ou,

0°Ey, _ @ [aExj: 0°E,

0z° ou\ oz oa”
O°E, _ @ [aExj: , O°E,,
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Levando estes resultados na respectiva equacao da onda, obtemos:

[c

2 azEx

oa.’

|

0

Portanto Ex(z,t) = Ex(z-ct) é uma solucédo da equacgéo da onda.

Isto também ¢é valido para By(z,t) = By(z-ct) e sua equagdo de onda.




Das relacdes entre Ex e By, obtidas no inicio da secao anterior,

0B, O, 0B, 0E, 1 OE,

ot 0z 0z Hofo o ¢’ ot

OE, ) 10E;

Sl ) s

obtemos:

Portanto, aplicando estes resultados nas relacdes obtidas acima, obtemos:

0 1 1
a(By_EEX):o = By—EEX:kO onde Kk, =const.|«




v

Escolhendo ko = 0, podemos escrever:

e finalmente:

E(z,t) =E, (z-ct)X

B(z,t) = B, (z—-ct)y = 1Ex(z —Ct)X = E2 x E(z, 1)
C C

NOTA
Rigorosamente falando, Ex(z,t)=Ex(z-ct+ki)+k2 e By(z,t)=By(z-ct+k3)+ka4 (kn = const.)
também séo solucdes da equacdo da onda. Contudo, estas constantes foram igualmente

consideradas como nulas.




Escolhendo a forma mais simples para a solucéo, temos:
- . - A .
E=Acos(kz-ot+¢9)X = B=-—cos(kz—ot+q@)y
C

onde A é aamplitude ou intensidade da onda, f a freqliéncia, T = 1/f o periodo, o = 2nf,
¢ uma constante de fase (¢p=0), k = ®w/c 0 numero de onda e A = 2nt/k 0 comprimento de
onda. Evidentemente a relacdo ¢ = Af € obtida facilmente.

Visualizando isto, temos:




Equacéo de Ondas nao Homogénea para os Campos

Lembrando da relacdo matematica, VxV xf = —V 2f + V(V f) e tomando o
rotacional de ambos os lados da equacao (Maxwell)

V><I§:—§E
ot
temos: Vx (VxE)= -V x B VZE—V(V-E):Q(WE)
ot ot
como Vxé:uoj+cza— e V.E=L (eq.’s Maxwell), obtemos:
ot €p
, - E » ‘E 1 J
viE_v| 2|2 qu+cza— —| v2E_c29 — = Vp+lloa—J
g, ) ot ot ot € ot

Equac&o de onda ndo homogénea @



De maneira anédloga, obtemos a equacdo de onda ndo homogénea correspondente ao
campo magnético. Entéo, finalmente, temos:

—

— = Vp+uoa—‘] e V°B-c
ot €p ot 8t

=
viE_29E_1

—pOVxJ

No caso estatico, onde ambos campos, correntes e distribuicdo de cargas ndo variam
com o tempo, obtemos as equacgdes de Poisson para 0s campos (estaticos):

V°E =in e V2B=p,VxJ
€0

Na auséncia de cargas e correntes, obtemos as equacdes tridimensionais, similares ao
caso unidimensional que analisamos previamente.

Obter soluces tipo ondas planas, nesta situacdo (em coordenadas cartesianas) nao €
demasiadamente dificil. Mas, ndo se obtém informacdes alem do visto anteriormente.

Seria muito interessante obter solugdes tipo ondas esféricas. Contudo, ao escrevermos as
equacOes acima em coordenadas esféricas o panorama fica muito complicado!




Equacéo de Ondas para os Potenciais

Relembrando as equacdes de Maxwell

sendo J e p sdo dados e satisfazem a equacéo da continuidade V-j+8p/ ot =0, temos:

—

V.-B=0 = B=VxA

VxE+a—B:O = Vx[E+8—AJ:O = E+—:—Vq)

—

ot ot ot

onde A e ¢ sdo o0s potenciais vetor e escalar, respectivamente. Aplicando estes
resultados nas outras duas equacgodes, obtemos:

- 190 oA 5 oA p
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Usando novamente a relacdo V xV xf = —V 2f + v(v f) obtemos:

-
V-(V-A+iza—q) —V2A+%a—§:uo\l
c- 0 c- ot
€
2
vig L% Of A 13y p
¢’ ot? ot ¢z ) ¢

Tais equac0Oes sofrem uma significativa simplificacdo ao impor a condicao de Lorentz

V-A+ia—q):0
c? ot




resultando, finalmente, nas equacdes de onda ndo homogéneas:

Sendo A e ¢ 0s potenciais que fornecem os campos E e B, é facil demonstrar que
qualquer escolha A’ e ¢’ do tipo
oy

A'=A+Vy e @'=¢-——
Y =0 ot

onde y € uma funcéo escalar, obtemos 0 mesmo resultado para os campos E e B. Assim,

sendo ,
_(VA+i26_(Pj zvzy_iza_’zy
cc ot c” ot

Entdo, se A e ¢ satisfazem a condicdo de Lorentz, A’ e ¢’ também o fardo desde que y
satisfaca a equacdo da onda. Se por exemplo A e ¢ nao satisfizerem a condicdo de
Lorentz, poderemos ainda escolher novos potenciais (A’ e ¢’) que o fazem escolhendo
um y conveniente que seja solucdo da equacéo de onda ndo homogénea mostrada acima!




Supondo que ¢ = o(r,t) e p =0, a respectiva equacao de onda (coord. esfericas) fica:

1 0( ,00) 1 0%
P ~ 52 =0
re or or ) c° ot

Multiplicando ambos os membros por r, e chamando ro(r,t) = F(r,t), obtemos:

VZF_iaz_F_

0
c? ot?

Cuja solucéo geral é do tipo F(r,t) = F(r-ct) + F(r-ct), fornecendo finalmente:

_ F(r—ct) N F(r +ct)
r r

¢

O primeiro termo representa uma onda esférica divergente (fonte) e o segundo uma
onda esférica convergente (sumidouro), se propagando com velocidade c.



Verificacao Experimental de Hertz
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Hertz:

Estudante:

Hertz:

“Isto ndo tem uso. Somente prova que 0
mestre Maxwell estava certo. Tinhamos
estas misteriosas onda eletromagnéticas
que ndo podiamos ver. Mas elas estdo 1a! ”

“E o0 que vem a seguir ?"

”Nada! Eu acho."

Heinrich Hertz
1888

Untersuchungen Ueber Die Ausbreitung
Der Elektrischen Kraft
(Investigations on the Propagation of
Electrical Energy)
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